| Generalitat de Catalunya
Y/ Departament d’Educacioé
i Formacio Professional

TOR 2n d'ESO: Sentit estocastic

CoNSIAEracCioNs GENEIAIS.....cccuiiiiieiiiiiiiiiieiitnieritneieettnessistenesssstennsssstennsssssennsssssesnssessesnsssssssnssssssnnssssssnnnes 1
2T oot 3 s =TT o T=T U 1
D1 A o TV ol Lo J TS T 1
Y= o T=] PSP 1

(D LT ol g o Tol To oY T=T g = Tol o] o TSP 2
RETIEXIONS INICIAIS...ttiit ittt e e s st e e s s ate e e e s sbbaeeessanbeeeessanbeeeessnnses 2
Comentaris SODre 185 CONNEXIONS. .....cciiiiiiiiiiieeetee ettt et ste e s sbe e s sabeesabeesnabeeeas 2
Comentaris sobre els sabers essencials i d'ampliacio..........cccoviiiieieeiiiii i, 3
Observacions sobre alguns sabers €SPECIfiCS.......ccuiiiiiiiiiiii i 3
RECUISOS i @CTIVITALS. ...eeieiiieeie ettt e e e e e e e et e e e e e e e e e s nnrereeeeeaeeeesanan 3
Recursos i activitats generals per al bloc de sabers.........cccvvvveeieii i 3
Recursos i activitats per treballar sabers concrets.......cccvviiecccciiiie e, 4

0] £=T =Y o Vol - TSRS 14
Y] o 1= OSSP 14
LT ol g o Tol o oY =Y a1 = ol [ o TP 14
Comentaris SODIe 185 CONNEXIONS......cciuiiiiiieiiteiiee ettt s sre e st e e sateessabeesbaeesaeeesbaeas 15
Comentaris sobre els sabers essencials i d'ampliaCio.........ccccuveeeeeiiiicccciiie e, 15
RECUISOS T @CHIVITALS. . eeiiiiiiiiiii et e e e s e e e e e e e s e 15
Recursos i activitats generals per al bloc de sabers.........ccvvviieeeiii e, 15
Recursos i activitats per treballar Sabers CONCretS........iiiiiiiiiiciiiiieeeiee e 15
PredictibDilitat i INCEITESA. .. ..uiiii ettt e e st e e s s bbb e e e s s abae e e s s abbeeessaabbaeeenan 25
Y= o 1= PSP 25
LT ol ] o Tl To WY T=Y a1 = Yol o] o LRSS 25
REFIEXIONS INICIAIS...teiii ittt e e st e e s s bt e e e e s ssteeeessnbaaeessanseaeassans 25
Comentaris SODIe 185 CONNEXIONS......cciviiiiiieiiiie ittt rtee et e s sre e s e e sareessabeessbeeesseeesneeeas 26
Comentaris sobre els sabers essencials i d'ampliaCio.........ccocveveeiiiiiiiccciie e, 26
RECUISOS T @CHIVITATS. . eeiiiiiiiiiii et e e e e s e s e e e e e e e e s e 26
Blocs de competéncies: processos matematics i gestio socioemocional.......cccceeeecciiiriiieeceeeiiccieneneeeennennn. 38
Resolucio de problemes (CE L CE 2) .. iiieeicciieee e eciieee ettt e e st e e e s eite e e e setta e e e seataeeessnsaeeessnsneeesanns 38
Y- o 1] PP PSPPI 39
=T ol U ] £ LTS PUPTPPPPPPRt 39
RaoNament i Prova (CE 30 CE 4)...uuuiii ittt ettt e et e e e ettt e e e e e bt e e e e e eatbaeeesennsaeeeeannsaeeesennneneens 40
Y= o 1= PSP 40
RECUISOS. ..ttt ettt ettt e e e e e e e ettt e et e e e e e e s e b e b b ettt e e e e e e s s s s bbb ettt e e eeeeseaannnrrreeeeeeas 41
Connexions amb altres parts de 1a matematica (CE 5)..eccuuiriiuieiiiieeiiie e ctee e e e see st e e e e eaee e 41
Y] o 1= T PSRRI 42
=T o{ U] o PP 42
Connexions amb altres materies i amb 1'@ntorn (CE 6)....eeieceeieiciiiiiiieieeeee ettt e e e 42

Y= | 11 £ 43



| Generalitat de Catalunya
Y/ Departament d’Educacioé
i Formacio Professional

R UL OS. . ettt s s e s e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e et e et et e et e bttt bbb bnbanaaaa e e e e eeeeeeeas 43
(0fo] 00 [¥] o] or- [ol [o WM =Y o] £=TY=Y g = Vol To 2N (] S TSR UPSPOt 43
Y= o T=] PSP 44
RECUISOS. ..ttt ettt et e e e e et e et e e e e e e s e bbb ettt e e e e e e s e s b bbbttt eeeeee e e e nnrrreneeeeas 44
Gestio s0CioemMOCIONAl (CE 81 CE 9)..eiiiiuiiiieeeiiiiee ettt e e ettt e e e ettt e e e ettt e e eeettaeeeeeetbeeeeeeabaeeesenatseeeeennsseeas 45
Alguns aspectes que poden contribuir al desenvolupament de la competéencia CE 8........................ 46

Alguns aspectes que contribueixen al desenvolupament de la competéncia CE 9...........ccccuveeeennnnnen. 46



M Generalitat de Catalunya
)i Departament d’Educacié
i Formacio Professional

Consideracions generals

A Andlisis de datos y su diddctica (Batanero & Godino, 2001a), els autors fan una revisié molt interessant de
les quatre fases d'un estudi estadistic: el plantejament del problema, la decisid sobre les dades a recollir, Ia
recollida i I'analisi de dades i I'obtencid de conclusions en relacié amb el problema plantejat.

En destacar que el raonament estadistic és una eina per a la resolucié de problemes i no un fi en si mateix,
els autors del llibre posen emfasi en una qgliestié fonamental: sovint es dona massa importancia a la part
matematica de I'estadistica (reduccio, analisi i interpretacié de dades), mentre que s'omet la reflexié inicial i
final sobre el problema original.

Cal tenir en compte que, tot i que els sabers essencials d'inferencia i distribucié pertanyen a la fase de
recollida de dades, no hem de deixar de banda la importancia de les altres fases de I'estudi estadistic per
donar sentit al que fa I'alumnat i, per tant, al seu aprenentatge.

Per altra banda, a 2n d'ESO, continuarem treballant els grafics, perd amb un enfocament més avancat per
ajudar els estudiants a llegir lluny del que els grafics mostren explicitament. Aixo implica anar més enlla de
la simple interpretacid de dades visuals i comencar a analitzar tendéncies, anomalies i relacions entre
variables en contextos diferents dels que s'han treballat a 1r i cada cop més complexos.

A més, introduirem la dispersié de dades com un element clau per comprendre millor la variabilitat de la
informacio representada graficament. L'alumnat aprendra a calcular i interpretar mesures de dispersié com
el rang, que permet veure la diferencia entre el valor maxim i el minim d'un conjunt de dades, i la desviacié
mitjana, que ajuda a entendre com estan de dispersos els valors respecte a la mitjana. Aquestes eines els
permetran no només descriure la distribucié d'un conjunt de dades, sind també comparar conjunts
diferents i extreure conclusions més precises sobre la seva variabilitat.

Respecte al treball de predictibilitat i incertesa, s'avancga en la prediccié i I'analisi dels resultats dels
experiments aleatoris. També s'inicia 'estudi de les probabilitats d'esdeveniments compostos equiprobables
tenint en compte la proporcionalitat.

Per tal de valorar I'aportacié dels jocs d'atzar en I'evolucié i el desenvolupament de la teoria de la
probabilitat, es revisaran problemes classics que van ser claus en la seva epoca.

Blocs de sabers

Distribucio

Sabers
A. Analisiiinterpretacid de taules i grafics estadistics.
B. Interpretacid i reconeixement dels conceptes basics d'estadistica: poblacid i individu, mostra i
variables estadistiques discretes, freqliéncia absoluta i freqlieéncia relativa. ENUM.QU ,#ALG.VA
C. Recollida i organitzaci6 de dades quantitatives i qualitatives basades en observacions, enquestes i
experiments i simulacions. #EST.IN
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D. Confeccié de taules de freqiéncies (absolutes i relatives, ordinaries i acumulades) a partir d'unes
dades o d'un grafic.[ESS] #EST.IN

E. Representacié d'un conjunt de dades donades amb grafics estadistics (grafics de punts, de barres i
de sectors, grafics de Pareto, pictogrames...) manualment o fent servir eines de tractament de
dades. [ESS] #ALG.PC.

F. Utilitzacid i interpretacio de dades i grafics estadistics i valoracio de la idoneitat de cada tipus de
representacio.

G. Calculiinterpretacio dels parametres estadistics de centralitzacié (mitjana, mediana i moda) donat
un conjunt de dades o una taula de freqliéncies.

H. Comprensio de les mesures de dispersid.

I.  Calculiinterpretacio dels parametres de dispersio basics (maxim, minim i rang).

Descripcio i orientacions

Reflexions inicials

A 2n d'ESO cal continuar fomentant |'alfabetitzacié estadistica per prendre decisions en situacions
d'incertesa. La utilitzacié de dades reals com ara dades meteorologiques, resultats esportius i pagines amb
dades i grafics de temes d'actualitat i interés pot ajudar els estudiants a comprendre com es recullen,
organitzen i presenten les dades, i com poden afectar la manera en que es fan les prediccions.

Igual que a 1r d'ESO, I'alumnat ha de percebre la idea de variable aleatoria com un aspecte intrinsec de la
mateixa estadistica: a classe, podem crear activitats en queé els alumnes treballin amb variables com el color
preferit, el mitja de transport per venir a l'institut o el génere musical que més escolten, o altres mesures
gue mostrin que no tothom és igual, i que les dades poden variar entre grups. Cal fomentar que I'alumnat
faci prediccions basades en dades i discutir com poden variar els resultats a causa de I'error estadistic o la
variabilitat inherent a les dades, debatent els canvis produits i interpretant els parametres de la distribucid.
Cal explicar que les prediccions no sdn mai exactes i sempre tenen un marge d'error. Aixo es pot il-lustrar
mitjancant activitats com experiments repetits, per exemple: llancaments de monedes o daus, en que les
prediccions basades en la probabilitat s'acosten a la realitat només després de moltes repeticions. A més,
aquestes activitats es poden vincular amb el joc, cosa que permet explorar altres situacions matematiques
com I'Us del calcul de probabilitats per estudiar i analitzar els resultats en jocs d'atzar i comprendre les
estratégies guanyadores. Aquesta relacié fa que I'aprenentatge sigui més atractiu i rellevant per a I'alumnat.

A 2n de I'ESO proposem introduir programes especifics com full de calcul i applets per a l'organitzacid de
dades, la creacié de grafics i I'analisi de distribucions. Aquest tipus d'activitats no només ajuda a
desenvolupar competéncies tecnologiques, sind també una comprensié més profunda de I'estadistica a
través de la manipulacié de dades i visualitzacions dinamiques.

Comentaris sobre les connexions

El bloc esta relacionat de forma directa amb els sabers del sentit numéric a I'hora de treballar les taules de
freqliéncies i els parametres estadistics fent servir la fraccié en contextos estadistics, saber #2.NUM.QU.A.
Per altra banda, I'Us de taules i representacions grafiques en I'estudi i la modelitzacié de situacions en
contextos diferents contribueix a la comprensid del concepte de variable i, per tant, al saber #2.ALG.VA.C.
Finalment, hi ha la connexié amb el sentit algebraic, concretament amb el pensament computacional en
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treballar I'Us adequat del full de calcul en contextos estadistics, saber #2.ALG.PC.E, i en el reconeixement
d'una féormula en un full de calcul com a patré de computacié en aplicar-la a diferents caselles, saber
#2.ALG.PC.F.

Comentaris sobre els sabers essencials i d'ampliacid

Es consideren sabers essencials per a 2n d'ESO la confeccié de taules de freqliencies (absolutes i relatives,
ordinaries i acumulades) a partir d'unes dades o d'un grafic. Aquesta organitzacié és fonamental per
extreure informacid rellevant que seria dificil d'obtenir observant només les dades individuals o un grafic.
També és un saber essencial la representacié d'un conjunt de dades donades amb grafics estadistics (grafics
de punts, de barres i de sectors, pictogrames...) manualment o fent servir eines de tractament de dades.
Tot I'alumnat hauria de saber construir almenys un grafic fent Us d'un programa informatic, full de calcul o
applet, i traduir aixi les dades a formats visuals, que faciliten encara més la interpretacid, cosa que fa més
evident el comportament de les dades.

Observacions sobre alguns sabers especifics

Treballar la dispersié de les dades, saber #2.EST.DI.H, a 2n d'ESO és fonamental per aprofundir en la
comprensio de I'estadistica, ja que la dispersio ens indica com es distribueixen les dades al voltant d'una
mesura central com la mitjana. Es una manera de veure si les dades estan molt concentrades o si hi ha
molta variabilitat. A través del rang, I'alumnat pot comprendre com varia la informacid recollida i I'ajuda a
entendre que no totes les dades es concentren en un valor, sind que hi ha diferéncies dins d'un conjunt de
dades.

Comprendre la dispersié també ensenya sobre la fiabilitat de les prediccions o les conclusions basades en
dades. Quan la dispersio és baixa, és més facil fer prediccions fiables, mentre que amb una dispersio alta, la
incertesa augmenta. Aix0 pot ajudar a reflexionar sobre la precaucié necessaria a I'hora d'interpretar
resultats o fer afirmacions basades en dades.

La dispersié és una porta d'entrada per a conceptes més avangats com la variancia o la desviacié estandard,
qgue sén fonamentals per a qualsevol estudi o analisi estadistica més profunda i que es desenvoluparan a 3r
d'ESO.

Recursos i activitats

Recursos i activitats generals per al bloc de sabers

Dins del CREAMAT trobem la campanya FEM ESTADISTICA, un conjunt d'activitats diverses per treballar
|'estadistica en diversos nivells.

A I'ARC també hi ha dos itineraris didactics que, encadenant diverses activitats, permeten recobrir forca bé
aquest bloc tant a 1r com a 2n d'ESO:
e Un itinerari dissenyat pel professor Lluis Mora format per 10 elements, propostes
d'activitats/recursos: Estadistica i atzar.

e Un itinerari dissenyat pel professor Sergio Gracia format per 10 elements, propostes
d'activitats/recursos: Un passeig per |'estadistica.



https://sites.google.com/xtec.cat/cesire-matematiques-campanyes/estad%C3%ADstica
https://apliense.xtec.cat/arc/node/800
https://apliense.xtec.cat/arc/node/797
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Recursos i activitats per treballar sabers concrets

Un dels problemes de la correcta alfabetitzacid grafica i el desenvolupament del saber #2.EST.DI.A és
pensar que és suficient ensenyar a I'alumnat les caracteristiques d'un grafic. Cal tenir en compte que la
taxonomia en la comprensié de grafics esta basada en diferents nivells de dificultat: un primer nivell de
comprensio local en qué I'alumnat ha d'entendre el que es representa, un segon nivell en que cal comparar i
interpretar valors dels elements de les representacions, buscant relacions entre les quantitats que el o els
grafics representen i un tercer nivell d'extrapolacié, que permet inferir dades que no estan explicitament
representades en el grafic. Es poc probable que tot I'alumnat de 1r d'ESO ja hagi arribat al 3r nivell de
comprensio grafica, tot i que pot ser que en determinats contextos s'hagi arribat al tercer nivell de
comprensid i, en d'altres, més llunyans o complexos, no. Es per aixd que a 2n d'ESO es proposa continuar
treballant la comprensié dels grafics.

Un dels contextos que cal sens dubte treballar al llarg de la secundaria, per la seva importancia i les
conseqliencies futures, és el canvi climatic. Al document Cambio Climatico: bases fisicas editat pel Ministeri

per a la Transicié Ecologica, hi trobareu una gran quantitat de grafics i imatges que val la pena treballar a
['aula.

Una bona activitat pot ser que, donat un grafic, s'analitzi a classe: que es representa? Quines dades hi
apareixen? Quina és la tendéncia del grafic? Com evolucionara el grafic en el temps? | fer la rutina de
pensament del titular: quin titol o peu de la imatge resumiria el grafic?
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Resum del grafic: La temperatura mitjana global de la superficie terrestre ha experimentat increments successius en les Gltimes
quatre décades.

Font: Cambio climatico: bases fisicas

Una activitat semblant és la que es proposa al New York Times al seu web What's Going On in This Graph

amb tres preguntes: Que observes? Que et sorprén? Qué passa en aquest grafic? El New York Times,
juntament amb I'Associacié Estatal d'Estadistica (ASA), ha portat a terme durant sis anys una activitat
setmanal que convida lI'alumnat a analitzar i interpretar grafics publicats al diari préeviament, primer
observant, després fent-se preguntes i, finalment, creant un titol atractiu per capturar la idea principal del


https://www.miteco.gob.es/content/dam/miteco/es/cambio-climatico/temas/el-proceso-internacional-de-lucha-contra-el-cambio-climatico/ipcc-guia-resumida-gt1-bases-fisicas-ar6_tcm30-533081.pdf
https://www.miteco.gob.es/content/dam/miteco/es/cambio-climatico/temas/el-proceso-internacional-de-lucha-contra-el-cambio-climatico/ipcc-guia-resumida-gt1-bases-fisicas-ar6_tcm30-533081.pdf
https://www.nytimes.com/column/whats-going-on-in-this-graph
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grafic i considerant quin impacte poden tenir aquestes dades.

Igual que a 1r d'ESO, el recurs grafic Slow Reveal Graphs pot servir per treballar la interpretacié de grafics,
pero, si bé a 1r ens centrem en grafics de punts, a 2n d'ESO cal treballar altre tipus de grafics. Es proposa

per a 2n d'ESO Who speaks more, una activitat basada en I'analisi estadistica més gran sobre els dialegs de
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També a I'ARC podeu trobar una bona activitat tant per a 1r com per a 2n d'ESO basada en la interpretacid
de grafics: Estadistiques als diaris de Sergio Gracia, una activitat en la qual es pretén que l'alumnat es
familiaritzi amb els grafics estadistics que es poden trobar als diaris i que tracten temes generals com ara

I'augment de preus, el nombre de turistes o de naixements, etc.

Podem trobar un altre recurs magnific per treballar la comprensié de grafics al web de la Societat Catalana
d'Estadistica, que convoca el Concurs Data Storytelling per reconeixer els millors tuits estadistics amb
representacio visual. El concurs pretén acostar la ciéncia estadistica a la ciutadania mitjangant I'Us de xarxes
socials i, al web, podeu trobar enllagats els millors tuits de les darreres edicions. Per al nivell de 2n d'ESO,
tot coincidint amb I'estudi demografic i les piramides de poblacid que se solen treballar a I'ambit de les
ciéncies socials, us recomanem el tuit de Guillermo Villacampa, guanyador de I'edicié del 2020, que va

presentar un estudi de la societat catalana.


https://slowrevealgraphs.com/
https://slowrevealgraphs.com/2024/06/05/who-speaks-more-percentage-of-dialogue-spoken-by-male-and-female-characters-in-disney-screenplays/
https://pudding.cool/2017/03/film-dialogue/
https://pudding.cool/2017/03/film-dialogue/
https://pudding.cool/2017/03/film-dialogue/
https://apliense.xtec.cat/arc/node/60
https://soce.iec.cat/
https://soce.iec.cat/
https://soce.iec.cat/data-storytelling-5/

Generalitat de Catalunya
Departament d’Educacioé
i Formacio Professional

EDATS EDATS

>0 205 5|

50204 [l- mm Dones 90294 - | == Dones
85a09 | Homes v5a 89 [ — Homes
20054 - 084 [— |

Bary [ — ficss — |

e [ | foare — |

b [— | et [— |
Ja [— | onnd —— |
s E— o C eaa————
e — | s

o — ] e e R
e [— ] e T R
35058 — | 35230 [ I
30034 . aaa—— 30434 —
25020 [— | 25220 T aa———
wa2e [ —— 20224 —

I ee— | 15318 —— |

war e 10414 [— |

IS — sag [—— ]

v [ 0ad [ —

3M M M o] im 2M M 3M 2M 1M o] iIM  2M  3M

Poblacié (M=millons) Poblacié (M=millons)

Figura Z: Piramide d'edats l'any 1981 1 2020 (horitzonlal grouped barplot)

Font: red social X
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Per altra banda, dins del CREAMAT pot resultar interessant I'apartat de |'index de massa corporal i els seus
grafics en funcié de I'edat, els quals donen per a un treball estadistic més exhaustiu.

Podem trobar una proposta per treballar el saber #2.EST.DI.B, més concretament |'estudi de variables i dels
seus parametres estadistics associats, al llibre L'estadistica en el vostre mén (Barceld i Vidal et al., 1990), en

gue apareix un diagrama de flux que permet classificar les variables en ordinals i nominals, d'interval i de
rad, i dona també la relacié amb el seu parametre estadistic més adequat:


https://x.com/G_Villacampa/status/1316825870410145793?t=gsDlKzetEwDL_aW0UhdDlw&s=03
https://sites.google.com/xtec.cat/cesire-matematiques-campanyes/estad%C3%ADstica/al%C3%A7ades-i-pesos
https://dugi-doc.udg.edu/handle/10256/3104
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Font: L'estadistica en el vostre mon (Barcelé i Vidal et al., 1990)

Podeu treballar amb I'alumnat aquest diagrama de flux que classifica el tipus d'escala per a cadascun dels
atributs: nom dels alumnes, la seva algada, assignatures suspeses, temperatures en °C, color dels cabells,
gols marcats pels diferents equips de futbol, I'hora d'anar a dormir, valors de diferents monedes, quantitat
de pluja, nimeros de peu que calcen els adults, longituds saltades pels atletes durant una competicié, dates
d'aniversari.

Els conceptes basics com mostra, poblacid, variable, freqliéncia absoluta i freqiiéncia relativa sén
fonamentals i s'han de treballar cada vegada que es fa un estudi o activitat estadistica. Aixd permet que
I'alumnat reforci continuament la comprensio d'aquests conceptes i els apliqui de manera automatica quan
treballin amb dades. Consolidar el vocabulari estadistic és essencial perqué I'alumnat entengui clarament
que significa cada terme i perque pugui aplicar-lo correctament en qualsevol context. D'aquesta manera,
garantim als alumnes una bona base i, a mesura que progressen amb estudis més complexos, la revisid
d'aquests conceptes els permet no perdre de vista les bases que necessiten per comprendre estudis més
sofisticats. Per tant, treballar tant a 1r com a 2n aquests conceptes ajuda a evitar confusions o judicis sense
argumentacio, cosa que pot portar a interpretacions erronies.


https://dugi-doc.udg.edu/handle/10256/3104
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Dins del treball d'estadistica, i en concret el saber #2.EST.DI.C, cal treballar la seva importancia en els
experiments i les mesures: més enlla dels tipics materials com cartes, daus i ruletes, cal incorporar
|'estadistica treballant-la en altres contextos i matéries com ara la fisica i quimica i la biologia.

Cal recordar que un experiment esta format per unes condicions que fixa I'experimentador per a I'obtencid
de dades mitjangant una mesura, pero els resultats obtinguts estan afectats per errors no controlats o
errors en el mateix procés de mesura. A conseqliéncia d'aixo, és necessaria |'estadistica que permet
caracteritzar el conjunt de dades experimentals obtingudes.

Una bona activitat també per treballar grafics en altre tipus de context és El Moviment. Moviment rectilini i
uniforme d'Alcdzar, A.; Gdmez, R.; Guitart, F.; Ibanez, V.; Masalles, J., on es presenta una seqiiéncia didactica
gue incideix especialment en la comprensid i I'elaboracié de grafics posicié-temps, tant amb eines
tradicionals (full quadriculat) com a partir de simulacions i de I'analisi de dades recollides amb sensors
digitals.

Una altra bona activitat per treballar la recollida de dades a través de I'experimentacié i que, en aquest cas,
permet la reflexio del procés de mesura i el seu error, és la que apareix a I'ARC, Mesurant les il-lusions
(optigues) de Joan Jarefio. L'original de I'activitat es troba a L'estadistica en el vostre moén (Nivell 2) (Barceld

i Vidal et al., 1990) amb el titol No és cert tot el que es veu, encara que a I'ARC les il-lusions optiques es
troben amb miniaplicacions que es poden obtenir per treballar també de manera desconnectada. En canvi,
en el volum del llibre d'estadistica es donen indicacions per construir les il-lusions manualment. També
podeu trobar les il-lusions optiques creades amb GeoGebra per Ratil Fernandez al llibre |lusiones dpticas y
estadistica.

A L]
[ ] [ Mesurar ]
B continuacié d'A AB=CD
Alinear Ai B Igualar amplada i alcada

Fes que els dos cercles vermells siguin inguals

/ e S
AN yaNud

AB = BC -

Igualar segments

Igualar cercles

Font: Mesurant les il-lusions (optiques)

Autor: Joan Jarefio

L'activitat té una primera fase en que cal trobar I'error mitja de cada il-lusié: es pren nota de les dades
individualment i després de les de tota la classe, recollint també I'error comes en la mesura i fent la mitjana
dels errors. A la segona fase, per comparar I'error en cadascuna de les il-lusions, cal calcular I'error relatiu,


https://apliense.xtec.cat/arc/node/30022
https://apliense.xtec.cat/arc/node/30022
https://apliense.xtec.cat/arc/node/29934
https://apliense.xtec.cat/arc/node/29934
https://dugi-doc.udg.edu/handle/10256/3104
https://www.geogebra.org/m/gs8nG4SE
https://www.geogebra.org/m/gs8nG4SE
https://apliense.xtec.cat/arc/node/29934
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donat que les mesures de cada il-lusid sén diferents. Un cop calculat I'error relatiu es poden comparar les
il-lusions, numéricament o graficament, i el seu «grau d'engany».

Per treballar la confeccid de taules de freqiiéncies i la seva relacié amb els grafics, saber #2.EST.DI.D, us
proposem l'activitat portada a terme per I'Institut Moises Broggi i presentada al videoMAT2015, Es poden
mesurar els idiomes?, que analitza la freqliencia relativa de les vocals a través d'un treball estadistic basat
en la lectura de textos en catala, castella, frances i anglés:

vocals

a & | a ]

Font:_Es poden mesurar els idiomes?
Autor: Alumnat de I'Institut Moisés Broggi

També es pot suggerir la lectura d'un text i I'elaboracié del seu diagrama de freqiiéncies i comparar-lo amb
els grafics de les freqliéncies en els diferents idiomes perque els companys endevinin en quina llengua
estava escrit el text.

En la mateixa linia, podeu trobar Substitution Cipher de I'NRICH, en qué a través del grafic de freqliencies de
I'angles, I'alumnat ha de desxifrar un text i, a Lletres, paraules i frases... del CREAMAT, també teniu un bon

grapat d'activitats per treballar codificacio i freqliencies relatives.

#DL. E- Representacio d'un conjunt de dades donades amb grafics estadistics (grafics de punts, de barres i de
sectors, grafics de Pareto, pictogrames...) manualment o fent servir eines de tractament de dades.

Sia 1r d'ESO s'ha prioritzat la representacié grafica feta manualment, per treballar el saber #2.EST.DL.E, a 2n
d'ESO s'ha optat per introduir el treball amb fulls de calcul. A I'ARC podeu trobar dues activitats, Estadistica
amb excel 1 i Estadistica amb excel 2 de Sergio Gracia, totes dues amb I'objectiu que I'alumnat aprengui a
fer servir un full de calcul per tal d'organitzar dades estadistiques, fer els calculs adients i generar els grafics
corresponents. L'estadistica amb Excel 2 també treballa els fulls de calcul per generar simulacions
d'experiments probabilistics i connecta aixi amb la llei dels grans nombres, saber #2.EST.PL.F i saber
#2.ALG.PC.E

Per altra banda, dins de la campanya del CREAMAT, podeu trobar una entrada del blog on apareixen
referenciats un gran conjunt de miniaplicacions per dibuixar grafics estadistics.

Per treballar la construccio dels grafics en un context financer, recomanem I'activitat Grafics de despeses
familiars de Miquel Ferrer Puigdellivol, on s'utilitza I'Excel o el Calc per representar grafiques lineals amb


https://www.youtube.com/watch?v=2ubrEeV6ENk
https://www.youtube.com/watch?v=2ubrEeV6ENk
https://www.youtube.com/watch?v=2ubrEeV6ENk
https://nrich.maths.org/problems/substitution-cipher
https://sites.google.com/xtec.cat/cesire-matematiques-campanyes/estad%C3%ADstica/lletres-paraules-frases?authuser=0
https://apliense.xtec.cat/arc/node/58
https://apliense.xtec.cat/arc/node/58
https://apliense.xtec.cat/arc/node/64
https://sites.google.com/xtec.cat/cesire-matematiques-campanyes/estad%C3%ADstica/applets-per-dibuixar-gr%C3%A0fics-estad%C3%ADstics
https://apliense.xtec.cat/arc/node/18
https://apliense.xtec.cat/arc/node/18
https://apliense.xtec.cat/arc/user/13
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dues dimensions i que pot servir com un primer contacte del programari digital, on es treballen, més enlla
dels conceptes estadistics, les relacions de canvi i numeracid, concretament els percentatges.

Cal recordar que el saber #2.EST.DI.E és essencial, pero que els recursos que s'acaben de descriure sén
nomeés una proposta.

Per tal de treballar el sentit critic de la ciutadania davant la informacid, el saber #2.EST.DI.F, creiem
convenient analitzar els grafics de la campanya del CREAMAT Errors als mitjans, en que es mostren grafics
amb errors o directament manipulats per tal de generar una interpretacio esbiaixada. En la mateixa linia,
podeu trobar una gran quantitat de grafics distorsionats a I'enlla¢ de malaprensa.

Al web del grup Vilatzara, també podeu trobar I'activitat Vull una moto, basada en un petit joc de rol, en
que la classe es divideix en tres grups: pares i mares, fills i filles adolescents i jutges, i en qué les conclusions
del joc han de portar a reflexionar sobre les mesures que pot prendre I'Administracié per reduir el nombre
d'accidents en que estan implicades les motocicletes. Els grups de pares i mares i fills i filles, partint de la
mateixa informacié presentada en forma de grafic, han d'elaborar els arguments a favor de tenir una moto.
El grup de jutges ha de valorar els arguments de cada grup i si aquests arguments s'ajusten als grafics
facilitats.

Per tal de desenvolupar el concepte de moda, mitjana i mediana que ja s'ha introduit i treballat a 1r d'ESO,
saber #2.EST.DL.G, resulta interessant la visualitzacid grafica d'aquests conceptes, Manuel Sada a I'activitat
Idea grafica de la media, del seu web Estadistica y probabilidad, que ens proposa determinar el valor de la
mitjana d'una distribucié a partir del «punt d'equilibri» (a I'eix horitzontal) de I'histograma corresponent.

Media= 41.4

Font: |dea grafica de la media
Autor: Manuel Sada

El grup Vilatzara proposa l'activitat Hi ha hagut engany? a partir d'un comic El engainoso término medio,

publicat al llibre jAjd! Paradojas de Martin Gardner (Gardner, 1982), on es pretén anar més enlla de la
comprensio dels parametres i potenciar que I'alumnat descobreixi les seves limitacions i com |'empresari
escull un parametre o altre per al seu propi benefici.
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Sefior Artilugio: No estoy de
acuerdo. Lo que pasa es que us-
ted no ha comprendido nada.
Pude haber ido diciéndole los
salarios por orden; el salario
medio serian entonces 40.000
pesetas. Pero eso no es la me-
dia, sino la mediana.

= ) Elsenor Artilugio estd entrevis-

- - tando a Félix, candidato al
£ ‘l‘ ’\
"‘\ : " o
LY

<" | 60.000 pesetas semanales. Du-
rante el periodo de formacion
s6lo cobrard usted 15.000, pero
pronto le subiremos el sueldo.

L puesto.
7

! Sefior Artilugio: Aqui pagamos
A V 57

muy bien. El salario medio es de

Font: jAjd! Paradojas de Martin Gardner

Una tasca molt completa per treballar mitjana, mediana, moda i rang la podeu trobar al web de Mathshell
de la Universitat de Nottingham, Representing Variability with Mean, Median, Mode, and Range on,

mitjangant tres activitats diferents en contextos propers a I'alumnat, com tirs de penal en futbol, concurs de
bandes i una valoracié de videojocs, es construeix el significat d'aquests parametres estadistics.

També podem trobar una bona activitat per treballar parametres estadistics al web de I'NRICH. L'activitat
Unequal averages parteix d'un conjunt de 5 nombres que compleixen que la mitjana és igual a la mediana, a
la modai al rang i repta I'alumnat a trobar conjunts de nombres que compleixin aquesta propietat.
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Font: Elaboracié propia. Conjunt de 5 nombres que compleixen que la mitjana=moda=mediana=rang

Com ja vam indicar a 1r d'ESO, I'Us de representacions visuals, dibuixar quadrets a la llibreta, o I'Us de
materials manipulables com policubs, pot ser un bon suport per ajudar I'alumnat a ser sistematic i no
deixar-se cap possibilitat.

L'activitat a 2n d'ESO es pot ampliar buscant conjunt de nombres que poden complir o no les propietats
seguents:

A. Moda < Mediana < Mitjana
B. Moda < Mitjana < Mediana
C. Mitjana < Moda < Mediana
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D. Mitjana < Mediana < Moda

E. Mediana < Moda < Mitjana

F. Mediana < Mitjana< Moda
Una bona activitat per introduir el significat de les mesures de dispersid, saber #2.EST.DI.H, és la que podem
trobar al capitol 6 del llibre Aprender a ensefiar matemdticas en la educacion secundaria obligatoria (Calvo

et al., 2016) de Calvo, Deulofeu, Jarefio i Morera.

Aquesta activitat proposa reflexionar per treballar els parametres de centralitzacié i de dispersid a través
d'un concurs de tir en arc.

Es proposa a I'alumnat que reflexioni inicialment sobre els tiradors del concurs mostrant el resultat de la

©00

Imatge d'elaboracié propia dissenyada amb la proposta d'Aprender a ensefiar matemdticas en la ESO.

competicio:

A la vista dels resultats —alguns sén bons tiradors, d'altres més dolents, hi ha la possibilitat que algun arc
estigui desequilibrat—, es pregunta a I'alumnat quin jugador escollirien si volguessin fitxar-ne un per al seu
equip, i es proposa també com canviarien les dianes si els jugadors s'intercanviessin I'arc.

També podem animar I'alumnat a classificar les dianes segons la seva exactitud i precisio.

Exacte Inexacte (errors sistematics)

Precis
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Imprecis

Imatge d'elaboracié propia dissenyada amb la proposta Aprender a ensefiar matemdticas en la ESO.

Es important que I'alumnat arribi a la necessitat que és necessari combinar els parametres de dispersié i de
centralitzacié per donar la informacié completa d'un conjunt de dades.

La idea de dispersio estadistica en I'ensenyament de les matematiques pot ser una mica complexa per a
I'alumnat; el saber #2.EST.DI.l en presenta diverses dificultats, tant conceptuals com practiques. La dispersid
estadistica es refereix a la manera en queé les dades es distribueixen o es dispersen al voltant d'una mitjana
o d'un valor central i poden ser abstractes i dificils d'entendre, especialment perqué no es poden visualitzar
facilment sense una comprensié previa dels conjunts de dades i distribucions.

Una de les dificultats clau és fer que els estudiants entenguin queé significa la variabilitat en les dades i com
es pot mesurar. Molts poden pensar que dades amb la mateixa mitjana son «iguals» en distribucid i costa
explicar que la dispersié pot canviar-ho. Un bon exemple seria el que es mostra a continuacié que apareix a
Guias Praxis para el profesorado de ESO, matemadticas: contenidos, actividades y recursos (Azcarate &
Deulofeu, 1998) en la qual en el darrer minut d'un partit de basquet I'entrenador ha d'escollir quina
jugadora fara jugar al partit. Una proposta ampliada de I'activitat és la que proposa Pablo Beltran Pellicer a
2n d'ESO i que és la que s'exposa a continuacio.

Partit de basquet. Queda un minut i I'entrenador ha de decidir quina jugadora ha de jugar. A quina ha
d'escollir?

- Si va perdent de 8 punts.

- Si va guanyant de 2 punts.

Les dades que ens proporciona |'activitat son el percentatge d'encerts de tir de 5 jugadores en els darrers 10
partits que es poden representar en la taula seglient:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Maria 58 57 87 49 45 73 85 58 85 44
Clara 81 54 56 64 58 47 52 74 60 54
Alba 66 46 61 59 73 47 56 b3 61 58
Sonia 57 53 66 59 56 52 59 61 45 72
Laura 49 70 57 85 52 46 80 58 73 50

Font: Tierra de numeros
Autor: Pablo Beltran
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A partir de la taula, I'alumnat pot comparar partit a partit quina ha estat la millor jugadora. Ens podem fixar
en les dades de I'Alba: en quins partits aconsegueix un percentatge per damunt de la resta de les jugadores?
En quins partits esta per damunt de la mitjana?

Si es calcula la mitjana de cadascuna de les jugadores, ens sorprendra que totes tenen la mateixa mitjana de
58; per tant, cal una altra estratégia per descartar qui ha de sortir a jugar en el proxim minut i cal
representar les dades. Podeu veure els resultats dels treballs portats a terme al blog Tierra de numeros de

Pablo Beltran-Pellicer.

L'alumnat pot calcular el rang i debatre sobre la seva idoneitat a I'estudi de la distribucié. En aquest sentit,
per reflexionar sobre les limitacions del rang Beltran proposa el cas segiient:

- Qué passaria si una jugadora durant 8 dies tingués el 58 % d'encert en tirs i tingués un dia molt
dolent amb tan sols el 31 % d'encerts i un de molt bo amb 75 %?

Finalment, podem trobar la desviacié mitjana de manera que la menys regular és la Maria amb una
desviacio mitjana de 7,8 i les més regulars son la Sonia i la Clara amb desviacions mitjanes de 5,4 i debatre,
ara si, a qui hauria de fer jugar I'entrenador a la part final del partit.

Cal recordar que, a l'estudi de la dispersid, igual que amb la resta de parametres, el calcul no ha de ser el
centre de la tasca, sind que cal fomentar la reflexid, i la representacié de les dades ens pot ajudar a
promoure-la.

Inferéncia

Sabers

A. Disseny d'investigacions i enquestes per donar resposta a una pregunta, repte cientific o situacié
qguotidiana. [ESS]

B. Concrecié de les variables estadistiques quantitatives i qualitatives discretes a estudiar. #ALG.VA

C. Eleccié de mostres significatives d'una poblacid a fi de realitzar un estudi estadistic. [ESS]

D. Formulacio de les preguntes adequades per poder coneixer les caracteristiques d'una poblacié.

E. Recollida, depuracid i organitzacié de dades rellevants. #EST.DI

F. Interpretacid i analisi de dades de I'estudi estadistic plantejat per obtenir conclusions o
recomanacions.

G. Elaboracio d'un informe on s'expliqui la metodologia emprada en I'estudi estadistic plantejat i amb
els seus resultats i conclusions.

Descripcio i orientacions

La inferéncia estadistica permet obtenir conclusions sobre una poblacié a partir de I'estudi d'una mostra. A
2n d'ESO, els alumnes haurien de comprendre que les dades recollides no només serveixen per descriure
fenomens, siné també per fer prediccions i establir hipotesis sobre una poblacié més gran.

A 1r d'ESO ja hem posat emfasi en el fet que I'alumnat aprengui a plantejar una pregunta d'investigacio; a
2n, en canvi, considerem essencial dissenyar un estudi estadistic mitjangant enquestes o experiments
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senzills. Es positiu que els alumnes defineixin per grups una pregunta d'investigacid i siguin capacos
d'identificar clarament la poblacié que s'ha d'estudiar i les variables d'interés, conceptes marcats com
essencials a 1r.

Pel que fa a les técniques d'eleccié de mostres, cal posar émfasi en la importancia d'una mostra aleatoria. Es
interessant simular diferents tipus de mostreig (aleatori simple, estratificat, etc.) fent servir cartes o
nombres atzarosos per ajudar-los a visualitzar aquests conceptes.

Recomanem treballar miniaplicacions interactives o bé programar algun simulador, com es mostra en el curs
d'Snap! a I'aula de matematiques, per desenvolupar el concepte de mostratge i veure els efectes de

diferents mostres sobre la validesa de les conclusions; els fulls de calcul sén practics per recollir, organitzar i
analitzar dades de manera sistematica i utilitzar els materials manipulatius com daus, cartes o monedes per
explicar I'atzar i les técniques de mostreig.

Comentaris sobre les connexions

La connexid entre |'estadistica i I'algebra es pot observar en diversos aspectes, especialment quan es
treballa amb variables estadistiques quantitatives i qualitatives. Per tant, hi ha una connexié del saber
#2.EST.IN.B amb el saber #1.ALG.VA.C. De fet, les variables, tenen un caracter molt conceptual i adquireixen
tot el significat quan es posen en practica en el treball amb funcions, a les equacions i als estudis estadistics.

Comentaris sobre els sabers essencials i d'ampliacio

Es consideren saber essencials a 2n d'ESO el disseny d'investigacions i enquestes per donar resposta a una
pregunta, repte cientific o situacié quotidiana, saber #2.EST.IN.A, i I'eleccié de mostres significatives d'una
poblacié per dur a terme un estudi estadistic, saber #2.EST.IN.C.

Recursos i activitats

Recursos i activitats generals per al bloc de sabers

Un dels recursos que cal tenir en compte per treballar estadistica a I'aula és sense dubte els llocs web del
grup Vilatzara, L'estadistica, més enlla dels parametres, que fa una proposta per treballar I'estadistica per a
cadascun dels nivells, ordenats seqliencialment i, a més, en cadascun dels nivells trobareu una proposta per
desenvolupar un projecte.

Recursos i activitats per treballar sabers concrets

#IN.A Disseny d'investigacions per donar resposta a una pregunta, repte cientific o situacié quotidiana

Una bona activitat per treballar el disseny d'investigacions, saber #2.EST.IN.A, és la que proposa el grup
Vilatzara Portes massa pes en la motxilla?, si bé el grup Vilatzara proposa aquesta activitat/projecte per a 1r

d'ESO, considerem que també pot ser adequada per a 2n, ja que es tracta d'una proposta prou oberta, en
que l'alumnat ha de resoldre les tasques amb poques pautes i desenvolupar un cert grau d'autonomia.
L'alumnat haura de buscar la resposta mitjancant I'experimentacié basada en el metode cientific:
plantejar-se com resoldre I'enigma, redactar-ne la conjectura, preparar un experiment que pugui
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confirmar-la, modificar-la o rebutjar-la, i establir les conclusions finals. Tot aix0 obliga a preparar un pla de
treball i portar-lo a la practica, partint d'una reflexié inicial i individual, un treball posterior en petit grup per
acordar I'estrategia de treball, recollir les dades, consensuar les conclusions i fer la presentacié a la resta del
grup.

Per altra banda, dins de I'ARC podeu trobar moltes idees per realitzar estudis estadistics basades en la
col-leccié Aprenestadistica, com El problema dels residus de Xavier Gelada Serrat.

A I'ARC podeu trobar també I'activitat d'Autors anonims de Victoria Oliu Subiranes, en queé I'alumnat
disposa d'un conjunt de textos i, mitjancant un estudi estadistic, ha de determinar I'autoria del text.

Cal tenir en compte que dissenyar investigacions en I'ensenyament secundari basades en situacions
experimentals d'atzar pot ser una manera molt efectiva d'ensenyar conceptes d'estadistica i també de
probabilitat. Als sabers corresponents al bloc de predictibilitat i incertesa en teniu bons exemples.

Una activitat que, tot i partir d'un context diferent, incorpora el disseny d'investigacions és L'atzar de Joan
Brossa d'Anna Ausina. Aquesta seqliéncia didactica fomenta la reflexié matematica i impulsa I'alumnat a
generar preguntes investigables en relacié amb |'obra artistica de Joan Brossa. Mitjangant el disseny dels
seus propis experiments, I'analisi de probabilitats i I'argumentacié matematica, els estudiants descobreixen
la preséncia de les matematiques en |'obra de Brossa.

La poesia de Brossa sera I'excusa per identificar les matematiques que hi ha al darrere dels daus, les cartes,
les monedes i dur a terme un estudi probabilistic de les situacions proposades per treballar la probabilitat
de manera experimental, d’acord amb la llei dels grans nombres i, posteriorment, fer la demostracio teorica
dels resultats obtinguts.

Font: MACBA
Autor: Joan Brossa

Una proposta per treballar el disseny d'investigacions, saber #2.EST.IN.A, amb connexions en el saber
#2.ALG.PC és la que es proposa a Environment data logger. L'activitat consisteix a recollir i analitzar dades
ambientals d'una aula durant un temps determinat com una setmana, quinze dies... mitjancant una
Micro:bit, equipada amb sensors de temperatura, humitat, lluminositat i nivell sonor, aixi com mitjancant un
ordinador amb accés a MakeCode per programar el dispositiu.

Un cop preparada la Micro:bit, que s'ha de posar en un lloc estratégic dins I'aula per assegurar-se que capta
correctament les dades, es pot treballar la interpretacié dels resultats i establir relacions amb la rutina
diaria de I'aula. Es poden detectar situacions com I'augment del soroll durant els moments d'esbarjo o la
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variacié de la lluminositat en funcid de I'hora del dia. A més, podem animar el nostre alumnat a plantejar
possibles millores per optimitzar les condicions ambientals dins l'aula.

Per poder treballar la concrecié de variables, el saber #2.EST.IN.B, podem proposar una activitat en la qual
els alumnes treballin per parelles o grups per identificar variables en diferents situacions reals i que
classifiquin si sén quantitatives discretes o continues, o qualitatives nominals o ordinals. Per exemple:

e En una enquesta sobre I'activitat fisica, podriem estudiar variables com el nombre d'hores d'exercici
per setmana (quantitativa continua), tipus d'activitat preferida (qualitativa nominal), etc. Podeu
veure un exemple d'enquesta sobre I'activitat esportiva en aquest enllac.

® En un estudi sobre els habits alimentaris dels alumnes, poden tractar variables com el nombre
d'apats per dia (quantitativa discreta), tipus de menjar preferit (qualitativa nominal), satisfaccié amb
la dieta (qualitativa ordinal), etc.

e En la pregunta sobre els factors que influeixen en la tria de mitjans de transport per venir a |'escola,
les variables podrien ser el tipus de transport (autobus, cotxe, bicicleta) (qualitativa nominal), el
temps de viatge (quantitativa continua), la distancia recorreguda (quantitativa continua), la
freqiiencia d'Us del transport (quantitativa discreta), etc.

e En la pregunta d'investigacio sobre la relacié entre els habits de lectura i les notes de llengua, les
variables podrien ser el temps dedicat a la lectura per setmana (quantitativa continua), génere
literari preferit (qualitativa nominal), puntuacio de les notes en llengua en assoliments (quantitativa
discreta).

e En l'estudi de les hores d'Us de pantalles, també podem trobar diferents tipus de variables, variables
qualitatives com el tipus de dispositiu utilitzat (ordinador, mobil, tauleta, televisid) o el motiu
principal d'Us (feina, estudi, oci, comunicacid) o variables quantitatives, el nombre d'hores diaries
d'Us de pantalles. També podem incloure el nombre de dispositius diferents usats, que és una
variable discreta, o la freqiiencia de pauses durant I'is de pantalles. Un exemple podria ser el
proposat per Rail Ferndndez Quina és la teva relacié amb les pantalles?

A I'hora de fer qualsevol estudi estadistic, experiment aleatori o enquesta cal fomentar el debat sobre Ia
rellevancia de les variables, plantejant discussions a I'aula sobre quines variables son rellevants o no per
respondre una pregunta d'investigacio. El professorat ha d'ajudar a entendre que és important centrar-se en
variables que tinguin un efecte directe en la resposta a la pregunta i evitar variables irrellevants.

Per tal de treballar I'eleccié de la mostra significativa a 2n d'ESO i desenvolupar el saber #2.EST.IN.C, es
proposa anar més enlla del que hem fet a 1r d'ESO, on ens hem centrat que I'alumnat entengui que és
suficient treballar amb una part de la poblacié d'estudi que representi el complet. En aquest curs, cal
treballar activitats en espais o contextos diferents o fins i tot en situacions en les quals el mostreig ha d'anar
més enlla de les tecniques tradicionals per captar caracteristiques més profundes o no trivials d'una
poblacié o sistema. Es proposen dues activitats, una de mostreig en un espai tridimensional simple com un
cilindre i un mostreig en I'espai, molt utilitzat en ecologia, perqué es pot mostrejar vegetacid o fauna en
diferents punts geografics per analitzar la distribucié dins d'un habitat.
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Per treballar el saber #2.EST.IN.C es proposa a Mathematics Assessment Project que, com ja hem comentat,
sén un conjunt de materials que es van generar el 2015 en col-laboracié amb la Universitat de California,

Berkeley i I'equip del Shell Center de la Universitat de Nottingham. Com totes les llicons proposades, hi
podem trobar els materials per a I'alumnat, aixi com les indicacions i els suports per al professorat en el
moment de fer I'activitat a I'aula. Totes les tasques s'inicien amb una activitat prévia que I'alumnat ha de fer
individualment a casa. A l'inici de la lli¢d, es revisen els resultats per detectar la comprensio de la situacié i
les possibles dificultats. A continuacid, se segueix un esquema de treball individual, debats en petits grups i
posada en comu a tota la classe. Al final de la llicd es proposa una petita avaluacié o una activitat reflexiva
per tal que I'alumnat sigui conscient del que ha apres.

L'activitat indicada porta per titol How Many Jellybeans? i s'inicia amb una referéncia als grans concursos:
«Coneixeu aquells concursos en qué s'ha d'endevinar el nombre de caramels d'un pot per guanyar el premi?
Quants dolcos creieu que hi ha al pot? Quants de negres?». A la tasca proposada es planteja donar la fitxa
amb les mesures del pot en una imatge, si és possible en color. Amb tot, pot ser més engrescador portar a
I'aula el pot de vidre amb els dolgos i que qui faci la millor estimacié matematica guanyi els dolgos de dins,
un motiu més que suficient per posar-se a fer matematiques i treballar d'aquesta manera els volumsii el
mostreig.

[=]

Jellybean Guessing Contest

Font: Sampling and Estimating: How Many Jellybeans?

Mathematics Assessment Project

L'altra activitat també del Mathshell és Counting trees i comenga com és habitual amb un treball individual:
en aquest cas es demana el recompte d'una plantacié d'arbres plantats en filera en una imatge on apareixen
arbres vells representats amb la icona del cercle i arbres joves representats amb la icona del triangle.
Després es fomenta el treball cooperatiu en grups de treball demanant que cada grup unifiqui les diverses
estrategies que ha fet servir per fer el recompte i que presenti el resultat a altres companys. La feina es pot
intercanviar entre els diferents grups i, finalment, amb el grup classe es poden tractar les fortaleses i les
mancances dels diferents procediments de recompte.

18


https://www.map.mathshell.org/
https://www.map.mathshell.org/download.php?fileid=1702
https://www.map.mathshell.org/download.php?fileid=1702
https://www.map.mathshell.org/download.php?fileid=1654

Generalitat de Catalunya
Departament d’Educacioé
i Formacio Professional

LY
.n
L]
.

> akee

sarar @
»

-

[T

&
Y
-
A

L1 1 ]

&
-
e
A
-
-
-

Ll a4 14 ]
L1 g

e

- resree ®

e
L12 ]

LA L L]
LA LI L L L]

(A T T Y
- ake

*F FEOSSRSS F & 08

SEFEF Fr FrAFSSS
" 8k SFEs PSSRk

FEF SEFFEF & S8 PP
FOSFAREEE SEFFEFSS

FEEESF O Fp
FOSEEOEEE & & FROSSSOM

e FEb

(LI TT A TT T

* srreekre

Fores @
(1222 123 1)

S8 FFOSE SFSBFFOFS

LI
- e

-
-
F
-
-
-
-
s
.
-
-
ry
Iy
-
Y
A
-
I
-
-
-
s
-
L4
r
-
&
Y

SEFEF 8 SPSFSFEEE
Lldd L]

LL L L I

ke o8
-

e
UL I N
L

" & 280 & FESF >
® FEF S8 & FEEFS S8 SFEF 88 F FESFFEF B

SOF SFS 808 F Bk FhEOR

SrS SFSPSFSF SF & 8880 B

SEFEE SRR EFFE 80

Fy
'y
ry
ry
L]
A
.
L4
.
A
A

(T T

sFeEe SR SORkEF R SOk
(1]
Ll dd Ll g L1 g L]
*e

Lld Ll L]

e SrSSrS

SFSSFSrSrarS
FEaSs SFSSFSSSSFEF GBS

Fr & FrorEre @
(21
SF88S SFFESES & SR0RS

Font :Sampling and Estimating:Counting trees

Autor: Mathematics Assessment Project

Un cop feta l'activitat, els resultats que obtindrem a la classe poden ser molt diversos, pero haurien de
descriure una técnica de mostreig adequada que tingui en compte les diferents proporcions d'arbres vells i
de joves, a més de permetre els buits entremig i que es comprovin les estimacions en almenys dues arees
de mostra. Si hi ha una gran variacié en el nombre d'arbres en dues arees, cal insistir perque es compti el
nombre d'arbres d'una tercera area de mostra. Cada mostra, de la mateixa mida, hauria de cobrir una area
clarament diferent de la granja d'arbres (és a dir, dues arees de mostra no haurien d'estar I'una al costat de
I'altra). Veiem alguns resultats del procediment fet per I'alumnat:

Countung braes L celomns has ?3.};, 3:3.:-\9 Nee o
; 21
A f,l“ Tom draws a 10%10 Squnace yownd Some Treel and county haw -
any old and new theve are, There are 50 rows and 50 colurans E 0
a.l-fng&lhw o he raugt mu|ﬁfl3 l‘j 15, He cnuld do Jhis a fewd hmes go _\o;\u:mn;é S opmeX
to check and Hhep Hoke Hoa devage - T5<L V% amoum of young Fees = O s
2. LEFBR = Lmaw¥ ok I:’o\n)- Tives = LBI5
53 04 v 25 = 1315 o4 rovnded up
1fhew x25 = oo wwd young 930
19 dppes )25 < 475 gpeed Ak V,BE0
jo0 2590 132541200 = L= |262:5
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T A8 ¥ 25 = 20044 So abawk 1263 old hees
3w 5 215 = §75 p Oond  TEF newTeees
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Font: Sampling and Estimating:Counting trees

Autor: Mathematics Assessment Project

Donat que a 2n d'ESO hem introduit la utilitzacié d'eines TIC per a la realitzacid de grafics, pensem que
aquest curs és el moment adequat per treballar I'Us de formularis de Google i practicar amb aquest recurs el
saber #2.EST.IN.D. A classe podem estudiar com es crea un formulari, com s'afegeixen preguntes i com
s'envia per recollir respostes, i també quines opcions de preguntes permet, com ara tries d'eleccié multiple,
desplegables, respostes breus, escales de valoracid i altres formats utils per recollir dades.
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L'alumnat en petits grups pot escollir un tema per investigar dins de I'escola o la comunitat i pensar com
dissenyar preguntes clares i que generin dades facils d'analitzar. Cada grup pot dissenyar el seu formulari
per recollir dades.

Un cop creats els formularis, es poden enviar als companys de classe o a altres grups de I'escola. Google

Forms permet recollir les respostes automaticament en un full de calcul de Google garantint-ne I'anonimat.

Les respostes es poden visualitzar en grafics automatics que genera el formulari. Posteriorment, cal
aprofundir en I'estudi i calcular mesures com la mitjana, la mediana i la moda i, si cal, crear grafics
personalitzats. Els diferents grups de treball poden comparar els seus resultats per veure com varien les
dades segons la pregunta o el grup de persones enquestades.

Finalment, I'alumnat pot preparar una presentacié breu sobre els resultats obtinguts, les conclusions i els
grafics que ha creat i organitzar un debat sobre les diferencies en els resultats obtinguts, les possibles
causes d'aquestes diferéncies i la validesa de les conclusions.

Una altra activitat pot ser analitzar el tipus de preguntes d'un formulari com el de I'Us del temps (realitzat
per l'Institut d'Estadistica de Catalunya).

Una bona activitat amb connexions de probabilitat i sentit numeric per estudiar I'organitzacié de dades, i,
per tant, treballar el saber #2.EST.IN.E, és El bingo Mathgo proposat per AIMSSEC (African Institute for
Mathematical Sciences Scholls Enrichment Centre), que és un programa educatiu que forma part de

I'African Institute for Mathematical Sciences (AIMS). Aquest institut té com a objectiu principal la
promocié de I'educacié matematica i les ciéncies a I'Africa, especialment en aquelles zones amb menys
recursos.

El programa AIMSSEC se centra a proporcionar formacid, materials i suport als mestres de matematiques de

secundaria. L'objectiu és millorar I'ensenyament i I'aprenentatge de les matematiques a les escoles
mitjangant el desenvolupament professional dels docents. Ofereixen cursos en linia, materials didactics i
tallers per ajudar els professors a actualitzar els seus coneixements matematics i metodologics per tal de
millorar I'alfabetitzacié matematica de I'alumnat a I'Africa.

En el bingo proposat, a la primera part del joc cada jugador ha de crear la seva targeta lliurement escollint
25 numeros entre el 0 i el 100, sense repetir-ne cap i sense poder canviar-los a posteriori. En cada ronda
una persona encarregada traura dos nombres aleatoris de I'1 al 10 (podeu fer servir els_daus seglients) i a
través d'una suma, resta, multiplicacio o divisio, els jugadors han de buscar un d'aquests resultats a la seva
targeta i marcar-los. Posteriorment, es fa la reposicio (o es tornen a llancar els daus) i s'extreuen dos
numeros més entre I'1 i el 10 i aixi successivament. Guanya el primer jugador que completi una linia, sigui
fila, columna o diagonal, de 5 nombres.

Es convenient que els alumnes registrin els nombres que han sortit i les possibilitats que surten per fer les
comprovacions un cop cantat el bingo.
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Numbers Results:

called Sum Difference | Product | Quotient
Band 4 12 4 32 2
9 and 10 15 1 90 -

Font:_ Mathgo
AIMSSEC

Acabada la partida, en qué també s'ha treballat el sentit numeric, ens preguntem quins nimeros tenen més
probabilitats de sortir en el nostre bingo, quins nimeros no sortiran i com podem col-locar els nombres a la
targeta per augmentar les possibilitats de guanyar. Cal fer, per tant, una analisi de freqiéncies i, per tant, fer
una recollida de dades sistematica per construir tots els casos possibles d'obtenir un dels nimeros de la
targeta, tenint en compte que I'ordre compta. Podeu veure I'analisi de les diferents opcions a la imatge
seguent:

Recompte de nimeros i reconeixement de patrons dels casos possibles de la suma, resta, multiplicacid i
divisié de 2 daus de 10 fet per un alumne de I'Institut El Joncar.

Després es pot fer el recompte del cadascun dels nimeros, elaborant la taula de freqiiéncies corresponent:
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FREQUENCIES OF RESULTS OF COMBINING NUMBERS ON THE CARDS CALLED

I, finalment, podem analitzar en quina posicio cal col-locar els nimeros més probables, tenint en compte
gue el quadrat ombrejat en blau té 4 linies de 5 per poder cantar bingo, els quadrats ombrejats en verd en
tenen 3 i els quadrats ombrejats en groc només tenen 2 linies de 5. Per tenir les millors possibilitats de
guanyar els jugadors hauran de posar el total 1 o 2 (que ocorre amb les freqliencies més altes) al quadrat
blau; entre 19 als quadrats verds; i, als quadrats grocs, el 0, 10 a 18, 20, 24, 30, 36, 40 i un altre nimero

amb una freqiéncia de 2.

A fi de treballar la interpretacié de les dades estadistiques i extreure'n conclusions, saber #2.EST.IN.F, es

Font:_Mathgo
AIMSSEC

Font:_Mathgo
AIMSSEC

1

3 Results Sum |Difference| Product | Quotient bbbl Resuits | Sum |Difference|Product |Quotient M

| FREQUENCY FREQUENCY
) 10 10 27 2 2

{ 1 18 1 10 28 2 2

i 2 1 16 2 10 30 4 4
13 2 14 2 6 24 32 2 2

| 4 3 12 3 4 2 35 2 2

i s 4 10 2 4 20 36 3 3

1 6 5 8 4 2 19 40 4 a1
T 6 6 2 2 16 42 2 2

i 8 7 4 4 2 17 45 2 2

[ 9 8 2 3 2 15 48 2 2

| 10 9 4 2 15 49 1 1
gD 10 10 50 2 2

I 12 9 4 13 54 2 2 i
| 13 8 8 56 2 2
| 14 7 2 9 60 2 2 !
D 6 2 8 63 2 2
| 16 5 3 8 64 1 1

| 17 4 4 70 2 2 i
|18 3 a 7 72 2 2 i
I 19 2 2 80 2 2

| 20 1 I 5 81 1 1
121 2 2 90 2 2

| 24 a4 4 100 1 1

| 25 1 1 Total for 26-100 47 |
T | Totalfor1-25 [ 297, [ [ ____] ] Totalfor0-100 [ 344 |

recomana |'activitat Testing a new product, en la qual es proporciona a I'alumnat el resultat d'una enquesta

a 40 persones sobre 4 desodorants i es vol esbrinar com influeixen en les persones la fragancia i I'envas. Hi

ha dues fragancies i dues maneres diferents d'envasar el producte.
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Sex

Bouquet A Bouquet B Hunter A Hunter B

Bouquet A v

Bouquet B \/
Hunter A v

Hunter B v

Font: Using Data: Testing a New Product
Mathematics Assessment Project

L'alumnat primer de tot, a la vista dels resultats en forma de targeta, ha de deduir quines son les preguntes
gue han portat a fer una recollida de dades com la que s'ha fet, treballant d'aquesta manera també el saber
#2.EST.IN.D:

e Quins envasos prefereixen els homes / dones / persones?
e Quina fragancia prefereixen els homes / dones / persones?

e Els homes / dones / persones estan més influenciats per la fragancia o per I'envas?

L'analisi de les possibles preguntes de I'enquesta dirigeix |'objectiu de I'estudi i marca la presa de decisions a
I'nora d'organitzar i representar les dades que tenen tres variables: genere, fragancia i embalatge. Alguns
alumnes poden decidir distingir entre opcions masculines i femenines, mentre que d'altres poden agrupar
les dades: I'important és que siguin conscients de les seves decisions i les justifiquin.

Finalment, I'alumnat ha de posar en comu els seus estudis per fer una recomanacio per al fabricant de
desodorants i decidir quin nou producte s'aventura a llangar o concentrar-se tan sols en un dels mercats, el
femeni o el masculi, vistos i analitzats els resultats.

Una altra activitat per treballar la interpretacié de dades és la de I'article Levels of Reasoning of Middle
School Students about Data Dispersion in Risk Contexts (Sdnchez & Orta, 2015) publicada a la revista The

Mathematics Enthusiast de la Universitat de Montana, una activitat en queé cal llegir més enlla de les dades
per prendre decisions en contextos propers i reals de I'alumnat, que treballa en aquest cas la dispersio en
les analisis mediques.

L'activitat és la seglient: «Considereu que heu d'assessorar una persona que pateix una malaltia greu,
incurable i mortal, que es pot tractar amb un farmac que pot allargar la vida del pacient uns quants anys. Es

possible escollir entre tres tractaments diferents. Els pacients mostren diferents efectes sobre la medicacid;
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mentre que en alguns casos els farmacs tenen els resultats desitjats, en d'altres els efectes poden ser més
favorables o més adversos. Les llistes seglients mostren el nombre d'anys que han viscut els pacients després
de ser tractats amb una de les diferents opcions; cada nombre de la llista correspon al temps en anys que un
pacient va sobreviure amb el tractament corresponent. Els grdfics corresponents als tractaments es mostren
a continuacio:

Time in years Time in years Time in years = OHEH N . T Bt HHH
(Treatment 1) | | (Treatment 2) | | (Treatment 3) 1 oHee HH 5 "ai8 2N
52 638 68 N e asmaamas=e
5.6 6.9 6.8 L3 s
6.5 6.9 6.9 - ] —
6.5 7.0 7.0 S e EEL I E
70 70 70 o
70 70 71 i e
70 71 71 B e
7.8 7.1 7.1 e
8.7 7.2 7.2
9.1 7.4 7.4

Font: Levels of Reasoning of Middle School Students about Data Dispersion in Risk Contexts

Autors: Ernesto Sanchez i Antonio Orta

a) Quin tipus de tractament preferiries (1, 2 o 3)? Per qué?
b) En quin dels tractaments hi ha més variabilitat? Explica la resposta».

A l'aula podem donar simplement les taules i que I'alumnat hi faci les representacions que consideri
oportunes i generar el debat en diferents grups de treball i donar importancia i valor a aquelles propostes
en que la presa de decisions tingui en compte tant el centre com la dispersié de les dades.

Per treballar la interpretacié de dades en queé la dispersio té el seu paper, tenim al mateix article de Sdnchez
i Orta el problema seglient: «En una fira, els assistents estan convidats a participar en un dels dos jocs, pero
no en els dos. Per saber a quin joc jugar, en John observa, pren nota i ordena els resultats de 10 persones
jugant cada joc. Les perdues (-) o premis en metal-lic (+) obtinguts per les 20 persones es mostren a les llistes
seglents:

Game 1:
15 [ 21 ] 4 [ s0 [ 2 ] 10 ] 13 ] 25 ] 16 ] 4]
Game 2:

| 120 [ -120 | 60 | 24 | 21 [ 133 | 81 | 96 | -132 [ 18 |

Font: Levels of Reasoning of Middle School Students about Data Dispersion in Risk Contexts
Autors: Ernesto Sanchez i Antonio Orta
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a) Sitens la possibilitat de jugar només un dels dos jocs, quin triaries? Per qué?
b) En quin dels dos jocs les dades tenen més variabilitat? Per que?».

Igual que en el problema del basquet proposat per al saber #2.EST.DL.I, la mitjana dels dos jocs és la mateixa
i, per tant, la discussid és molt rica perqué entren en joc els parametres de dispersié. El que fa interessant
I'article és veure les respostes de I'alumnat tant en aquest problema com en el del tractament médici el
nivell de profunditat que ens donara una idea de les dificultats que poden sortir a classe quan es fa aquest
tipus de problemes.

Per treballar I'elaboracié d'un informe estadistic, saber #2.EST.IN.E, es recomana I'activitat del grup
Vilatzara Una gran epidemia, una activitat que es presenta en el seu context historic. Es vol fer deduir que el

nombre de morts esta relacionat amb la presencia d'una font d'aigua contaminada i ho fem a partir de la
descripcid i la interpretacio del m [m ritanic John Snow (s. xix).

L'activitat es pot presentar donant la informacié sobre qui era John Snow i com va aturar I'epidemia de
colera i presentar el_video on s'explica la historia del metge, o deixar que I'alumnat ho descobreixi.

El recurs té com a objectiu treballar la distribucié de morts i la densitat de mortalitat als carrers del Soho de
Londres i fer servir la representacid i la interpretacié de dades per escriure finalment una carta a l'alcalde de
Londres que justifiqui precintar un dels pous.

A Cuaderno de Cultura Cientifica també es pot trobar I'article El mapa del célera de John Snow, que parla de

|'ds dels diagrames de Voronoi per trobar la font que va generar el brot.

Predictibilitat i incertesa

Sabers
A. Prediccié i analisi dels resultats d'un experiment aleatori a partir de la informacié obtinguda de
manera empirica o teorica. [ESS]
B. Utilitzacié de recursos digitals, fulls de calcul, calculadores, programes de geometria dinamica,
entorns de programacid...) per a la simulacié i el calcul de probabilitats. #ALG.PC

o

Vinculacid entre el concepte de proporcionalitat i el calcul de probabilitats. [ESSJ#NUM.RP

D. Representacié en diagrames d'arbre i organitzacié de les dades en taules de contingéncia.
#NUM.CO, #ALG.PC

E. Calcul de probabilitats de la composicié d'esdeveniments equiprobables. [ESS] #NUM.CO ,#MES.ME

F. Utilitzacié del treball experimental per al calcul aproximat de probabilitats aplicant la llei dels grans
nombres. #ALG.PC

G. Valorar l'aportacio dels jocs d'atzar en I'evolucié i el desenvolupament de la teoria de la probabilitat.

#SOE.CE

Descripcio i orientacions

Reflexions inicials

A 2n d'ESO es continua aprofundint a entendre la probabilitat com la mesura del grau de certesa o incertesa
associat a un esdeveniment. Es essencial fer-ho en diferents situacions, sigui a partir de dades
experimentals o del raonament teoric.

L'Us d'eines digitals ens pot facilitar la feina i obtenir uns resultats més acurats en el calcul de probabilitats,

25


https://sites.google.com/xtec.cat/gv-lemedp/primer/1-1-una-gran-epid%C3%A8mia
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/92/A_map_taken_from_a_report_by_Dr._John_Snow_Wellcome_L0072917.jpg
https://www.dailymotion.com/video/x170c87
https://culturacientifica.com/2019/04/11/el-mapa-del-colera-de-john-snow/

N Generalitat de Catalunya
)i Departament d’Educacié
i Formacio Professional

aixi com en la representacio de distribucions.

En aquest segon curs ja s'introdueixen els esdeveniments compostos equiprobables amb I'Us de diagrames
d'arbre i taules de contingéncia per representar-los.

També es valora I'Us de falques historiques que ens ajudin a entendre com s'ha anat desenvolupant la teoria
de la probabilitat. Per aix0, podem presentar jocs i problemes historics que ens permetran coneixer les
principals figures que varen desenvolupar la teoria de la probabilitat.

Comentaris sobre les connexions

Com no podria ser d'una altra manera, apareixen connexions directes amb el sentit numeric, saber
#2.NUM.CO.A, pel que fa a la resolucio de problemes basats en recomptes sistematics en qué cal buscar
una estratégia adequada (diagrames d'arbre, taules de doble entrada...), saber #.NUM.RP.A, pel que fa a
la representacid i al significat de les fraccions en contextos diversos i amb el saber #2.NUM.RP.A pel que fa
al calcul de percentatges i de proporcionalitat directa.

També podem trobar connexions amb el sentit algebraic, saber #2.ALG.PC.C, en la comprensid i la creacié
d'algorismes per resoldre problemes i simulacions, aixi com amb el saber #2.ALG.PC.B en la utilitzacié de
recursos digitals (fulls de calcul, calculadores, GeoGebra...) per a la simulacié i el calcul de probabilitats.
Finalment, la connexié amb el sentit de la mesura, saber #2.MES.ME.K, en relacié amb les freqiencies
relatives i les probabilitats d'esdeveniments compostos en experiments aleatoris a través de la regla de
Laplace.

Comentaris sobre els sabers essencials i d'ampliacio

A 2n d'ESO es considera essencial que I'alumnat sigui capag de fer prediccions dels experiments aleatoris,
aixi com d'analitzar-ne els resultats obtinguts de forma raonada i consistent. S'introdueixen els
esdeveniments compostos i cal dur a terme el calcul de probabilitats tenint en compte el concepte de
proporcionalitat i com afecta cadascun dels estadis de I'esdeveniment compost.

Recursos i activitats
Moltes vegades la intuicié i la probabilitat no van agafades de la ma. Per tal de treballar el saber #2.EST.PI.A

fem una proposta d'una situacié poc intuitiva a I'aula que sempre és molt interessant.
Un exemple és I'activitat que presenta Joan Jarefio al seu Blog del Calaix+ie titulada Intuicid i probabilitat: el

joc de la canyeta més curta. Tal com s'especifica a I'activitat, funciona com segueix:

e Tenim un grapat de canyetes (o de cordills, o d'herbes, o pals de gelat...). Tantes com persones
intervenen en el joc. Les canyetes poden tenir diferents longituds o ser totes iguals, menys una que
ha de ser més curta.

® La persona que organitza el joc les agafa barrejades amb la ma de forma que, per la part superior,
totes mostrin la mateixa longitud. La part inferior acostuma a quedar amagada, pero si son, per
exemple, cordes desiguals no és estrictament necessari.

Els jugadors agafen ordenadament una canyeta cadascun.
Perd (o s'elimina) qui ha triat la més curta.
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La questio a discutir és: importa I'ordre en triar o és indiferent? Afecta quin torn tens per agafar la canyeta a

la probabilitat que agafis la més curta?

En la proposta es fa una analisi detallada de I'activitat i es veu com la probabilitat de treure la palleta més

curta és sempre la mateixa independentment de I'ordre en triar.

1
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Autor: Joan Jarefio

Per fer I'activitat a l'aula, Joan Jarefio recomana estructurar-la com segueix:

1. Plantejament de la situacié i formulacié de conjectures per part de I'alumnat. Pot ser interessant
destacar-ne els aspectes més plausibles, encara que sapiguem que no siguin les respostes que
s'ajustin a la realitat. Es una manera de destacar que cal experimentar i estudiar |a situacié i no

guedar-nos només amb les conjectures més raonables.

2. Experimentacio: real per parelles i recollint després els resultats globals del grup. En acabat,

podrem deixar |'aplicacié en marxa per fer més casos.

3. Estudiar la probabilitat teorica. Segons I'edat, mirarem si el que convé més és presentar tots els
casos possibles (per diagrama, en arbre, taula, llista...) o fer els calculs de proporcionalitat

condicionada.

4. Pot ser interessant, també, atendre els aspectes psicologics. Per exemple, encara que sapiguem que
el joc és equiprobable, ens estimem ser primers per no allargar el «patiment» de perdre?

Una altra proposta podria ser_La Paradoxa de Monty Hall. Canvies o no canvies?, basat en un programa de
televisié america dels anys 1960-1970 Let's Make a Deal (Fem un tracte) i el nom ve del presentador del
programa, Monty Hall i que proposa el grup ADEMGI de Girona als materials del taller Tema 13: Estadistica i

probabilitat.

Descripciod del joc:

Suposa que estas en un programa, i et donen |'oportunitat de triar tres portes. Darrere d'una hi
ha un cotxe; darrere de les altres, cabres. El cotxe i les cabres es van col-locar a I'atzar abans de
I'inici del programa. Les regles del joc son les seglients: Després que triis una porta, la porta
romandra tancada tota I'estona. El presentador, Monty Hall, que sap qué hi ha darrere les
portes, n‘obre una de les dues restants, i la porta que obre té una cabra al darrere. Si a les
dues restants hi ha cabres, en triara una a I'atzar.

[ | | | | B | | D |
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Font: Tema 13: Estadistica i probabilitat.
Autors: grup ADEMGI de Girona

Primer cal demanar a I'alumnat que faci una conjectura: Penses que canviar o no canviar de porta et pot
ajudar a guanyar?

Després se'ls proposa experimentar en parelles i fer 20 jugades sense canviar de porta mantenint la tria
inicial i les altres 20, canviant de porta. Ara cal treure'n conclusions.

Finalment, es reuneixen els resultats de tots els grups de la classe per posteriorment passar al
raonament teodric que deixa clar que la millor opcid és canviar de porta i que aquesta opcid té una

- 2 . . . . 1
probabilitat de guanyar de — I, en canvi, no canviar nomes d'?.

A Numberphile podem trobar el video Monty Hall Problem, en quée ho explica molt detalladament.

El full de calcul ens ofereix diferents opcions per treballar I'aleatorietat i per representar facilment les
distribucions de dades, per treballar aixi el saber #2.EST.PI.B. Per exemple la funcié
=RANDBETWEEN(inferior;superior) ens torna un nombre aleatori entre aquests dos valors.

Les calculadores Casio de gamma mitjana i avan¢ada, com les ClassWiz (fx-991EX, fx-570EX) i altres models
programables, permeten fer simulacions de llancaments de daus mitjancant la funcid de generacié de
nombres aleatoris. Podeu veure un tutorial en aquest enllac. Aquesta funcionalitat és molt util per a estudis
de probabilitat i estadistica sense necessitat de programari especialitzat.

Per altra banda, donada una distribucié de nombres, el full de calcul ens permet inserir grafics de diferents
tipus (barres, columnes, histogrames, sectors, lineals, radials, etc.). Es molt interessant descarregar el full de
calcul que ens generen els formularis en linia per poder utilitzar el tipus de grafic que més s'ajusti a les
nostres necessitats.

La programacié de petites aplicacions també ens poden permetre simular diferents generadors aleatoris i el
consegient calcul de probabilitats.

La proposta que es presenta prové del projecte Pensament Computacional (programacio i robotica
educatives) del Departament d'Educacid i Formacio Professional i es titula Treballem la probabilitat amb la

micro:bit.
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En l'activitat, i a partir de la placa micro:bit, es proposa primer dissenyar un dau numéric de manera que en
sacsejar la placa micro:bit es mostri un nombre aleatori de I'1 al 6 a la pantalla de leds i representar-lo
després en format grafic.

si agitado v

mostrar nimero escoger al azar de o a °

Imatge extreta de: Treballem |a probabilitat amb |la micro:bit.

Autors: Departament d'Educacid i Formacid Professional

A l'activitat hi podeu trobar la descripcid, els passos que heu de seguir i els arxius per descarregar.

A partir d'aquesta base es poden proposar diferents variants generant daus amb altres valors, com per
exemple nombres primers, nombres parells, multiples de 5, poténcies de 2, simbols d'operacions...

Alternativament, també podem generar el dau amb altres eines de programacio visual com Scratch o Snap!
als materials del curs de formacié Programem matematiques amb Snap!.

El curs dona recursos i orientacions per animar a portar la programacio a I'aula de matematiques, donar a
coneixer aquesta eina i reforcar alhora el pensament computacional i algoritmic, tan util per a
I'ensenyament i I'aprenentatge d'aquesta disciplina.

Un dels moduls esta dedicat a la Probabilitat i les simulacions i hi podem trobar tres practiques:
1. Dues monedes
2. Jocdel dau
3. Cursa de camells

Les practiques venen acompanyades de videos explicatius, dels diferents passos per anar avancant en la
programacio, aixi com de propostes d'ampliacié. Cal tenir en compte que abans de fer la programacié de les
activitats, és recomanable fer les simulacions en material manipulatiu.

La proporcionalitat també té un paper molt rellevant en el cas del calcul de probabilitat d'esdeveniments
compostos, i el treball del saber #2.EST.PI.C

A la jornada de I'APMCM titulada L'atzar dona molt de joc, Daniel Ruiz, a la conferéncia El joc, inspiracio per

a fer matematiques, va proposar I'experiment segiient: agafem una urna i hi posem 8 boles blanques i una
bola negra. Les anem extraient d'una en una sense reposicié. En quina posicié creieu que és més probable
que surti la bola negra?
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- Entre les tres primeres (extraccié 1, 2 0 3)?

- Enles extraccions del mig (extraccié 4,50 6)?

- Entre les tres ultimes (extraccio 7, 8 0 9)?

- Totes les posicions tenen la mateixa probabilitat?

Després d'una primera conjectura podem fer una petita experimentacié a classe en petits grups i després

fer una posada en comu.

Tal com detalla Joan Jarefio al seu blog, veurem que totes les posicions tenen la mateixa probabilitat:
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Font: En quin lloc sortira?

Font: Joan Jarefio

En aquest mateix article del blog, Joan Jarefio analitza la mateixa activitat pero en el cas de 8 boles blanques
i 2 boles negres. En aquest cas, es calcula la probabilitat que la primera bola negra surti en una de les 9
primeres posicions.
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Font: En quin lloc sortira?

Font: Joan Jarefio

| si es vol programar un simulador amb Snap!, tenim aquest exemple de Rall Fernandez.

Per treballar a I'aula el saber #2.EST.PL.D i el saber #2.EST.PI.E, cal tenir en compte que moltes vegades els
jocs d'atzar ens donen un context magnific per treballar la probabilitat. A la Caixa de Varga podem trobar
diferents taulers on es juga a partir de daus i en aquest exemple triarem el Joc de |'escala (Tauler 5), en el
qual és interessant analitzar la probabilitat de guanyar o perdre utilitzant un diagrama d'arbre.

Tal com s'indica a la pagina 9 del Manual de la Caixa de Varga, per jugar-hi necessitem un dau amb 3 cares
verdes i 3 cares blanques (si no disposem d'aquest dau, podem fer servir generadors aleatoris alternatius

equivalents), tants peons com jugadors i 80 fitxes de colors.

El tauler per jugar al Joc de I'escala és el segiient:
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Font: Taulells A3
Autor: Tamas Varga

Al comengament del joc, cada jugador rep 10 fitxes. Les fitxes restants van al banc. Cada jugador col-loca el
seu peo al camp d'Inici i tira el dau per torns.

Si el punt verd apareix a la part superior del dau, el jugador pot avancar 2 espais, en el cas contrari (espai
blanc a la part superior), només 1 espai.

El jugador que arriba a la casella 11 (Arribada) rep 3 fitxes del banc. Al final d'una ronda de joc (quan tots els
jugadors sén a l'arribada o a la presd), tots tornen a la casella d'Inici i cada jugador que esta a la presé ha de
«comprar» la seva llibertat per 1 fitxa.

Comenca una nova ronda de joc. Al principi del joc, els jugadors es posen d'acord en quantes rondes s'han
de jugar en total. Guanya qui té més fitxes al final de les rondes acordades. Qualsevol jugador pot saltar-se
una ronda si ho desitja.

Pot ser util comengar amb unes quantes rondes per familiaritzar-nos amb el funcionament del joc.
Observem que hi ha caselles especials, com la 3 i la 6, que ens fan avancar diverses posicions, mentre que
altres, comla 5, la9ila 12, ens condueixen directament a la presd. A més, és interessant notar que mai
passarem per la casella 7.

A partir d'aguest moment podem comencar a fer preguntes que ens ajudaran a |'analisi posterior:

a) Quines seqlieéncies de tirades ens porten directament a I'arribada? Quina és la més rapida? | la més lenta?
b) Quines seqliencies de tirades ens porten directament a la presd? Quina és la més curta? | la més llarga?
c) Qué és més probable, acabar a I'arribada o a la presd? Quina creus que és la probabilitat d'acabar a
I'arribada? | a la presé?

d) Quina és l'esperanca de guanys del joc?

Per respondre les tres primeres preguntes es pot construir, conjuntament amb |'alumnat, un diagrama
d'arbre que en permeti analitzar totes les possibles jugades i la probabilitat de cadascuna.
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Font: Manual- La Caixa de Varga

Autor: Tamas Varga

Com podem comprovar, només 5 de les 15 possibilitats ens porten a I'arribada, perd no sén equiprobables,
perque unes necessiten més tirades de dau que d'altres. Per calcular la probabilitat d'acabar a la casella
d'arribada s'han de sumar les probabilitats dels diferents camins que ens hi porten.

. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P(Arribada)= 55 c+ s o st v stz stz 227"
1 1 1 1 1 8 1
vttt Tt =% ~7

. 1 3
P(Presd)=1 — T =

Aqui podem introduir el concepte d'esperanga matematica, que es defineix com el valor esperat com a
resultat d'un experiment aleatori que es repeteix un nombre elevat de vegades, i es calcula, en el cas d'una
variable discreta, sumant els productes de tots els valors de la variable aleatoria per la seva probabilitat

corresponent.
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Aixi, si acabem a l'arribada, rebem 3 fitxes i, si acabem a la presd, n'hem de donar una per sortir:

E(Guanys) = 3-%— 1-%= 0

A partir d'aqui es pot demanar a l'alumnat qué passaria si fem petites modificacions del joc, sigui canviant el
tipus de dau o bé el premi i la penalitzacié per acabar a l'arribada o a la presé.

La llei dels grans nombres i el treball vinculat al saber #2.EST.PL.F ens serveix sobretot per a activitats
experimentals en qué ens és impossible calcular la probabilitat teorica dels diferents esdeveniments. A 1r
d'ESO, podeu trobar la proposta de I'activitat Com cau una xinxeta? d'Anton Aubanell o Podem fer servir de

dau una maquineta? d'Enric Brasé.

Uns altres casos en qué ens podria ser Util seria per calcular la probabilitat de les cares d'un dau carregat o
bé d'un dau no regular. En aquests casos, necessitariem molts daus idéntics per poder fer moltes tirades,
cosa que de vegades pot ser complicat. Per una banda, els alumnes poden construir els daus carregats
fisicament amb cartolina posant un petit pes a l'interior d'una de les cares (per exemple enganxant amb
cinta adhesiva una moneda o un clip).

També podem experimentar amb un dau carregat virtual com els que ens proposa José Luis Muiioz Casado
a l'activitat Dado cargado, en que els alumnes poden simular les tirades que desitgem d'un dau i han de

decidir si esta carregat o no. En la construccid es poden veure les freqiiencies absolutes i relatives de les
tirades realitzades.

92 92 84 85
81 -

RE YRS

Tirar 1 vez ®
k’ Tirar 10 veces Tiradas 2000 > H
Tirar 100 veces (] Frecuencias Datos

Nusvo dado

Caras 1 [2[3]4[5]6
Resultados | 92 | 81 | 92 [ 84 | 85 | 69
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Font: Dado cargado
Autor: José Luis Mufioz Casado

Lligat amb el pensament computacional, bloc de sabers #ALG.PC, I'alumnat podria construir un dau virtual
equiprobable per després passar a construir un dau carregat, utilitzant el llenguatge de programacié
desitjat. Per exemple, a I'ScratchWiki podem trobar un tutorial per crear un dau:

How to Make Dice

This article will walk through creating a simple die with . When finished a user should be able to press space and a random
dice face should show on the screen. Start by creating a new and delete the Scratch Cat

Contents [hide]

Font: How to Make Dice

Una vegada creat el dau virtual equiprobable, cal pensar en com modifiquem el programa per aconseguir el
dau virtual carregat desitjat.

Un bon recurs també de treballar la llei dels grans nombres i el saber #2.EST.PI.F és I'abac probabilistic de
Mari Carmen Garcia, una eina visual utilitzada que pot ajudar els estudiants a comprendre conceptes de
probabilitat d'una manera intuitiva i manipulativa. Aquest recurs es basa en I'Us d'un dispositiu similar a un
abac tradicional, pero adaptat per representar situacions probabilistiques mitjancant fitxes de colors i
laberints.

L'abac probabilistic permet introduir les probabilitats compostes i experimentar amb situacions de

probabilitat sense necessitat de férmules matematiques complexes. L'alumnat pot moure les fitxes per
veure com es modifica la probabilitat. Podeu veure el funcionament de I'abac en aquest enllac. També
podeu trobar exemples de laberints portats a terme per Ralll Fernandez, que podeu fer servir a classe.

En el cas de la probabilitat, els jocs, i en particular els daus, han tingut un paper protagonista tal com ens
explica Joan Jarefio a I'activitat Tirem els daus (Part 1). Lligats amb el saber #2.EST.PI.F, també hi trobareu
dos programes fets amb Scratch per simular un dau equiprobable i un dau carregat.

Una part important de I'aprenentatge de les matematiques és conéixer quina ha estat I'evolucié historica
d'un tema concret, buscant informacié sobre les diferents activitats que han fet avancar en el seu

desenvolupament, és a dir tractar el saber #2.EST.PI.G.

Una de les opcions per visualitzar aquesta evolucid dels coneixements de la probabilitat seria treballar a
classe algun dels problemes historics, com per exemple:

- Problema del Cavaller de Méré
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Tal com expliquen Jesus Basulto Santos i José Antonio Camufiez Ruiz a I'article El problema de los

dados del caballero de Méré: soluciones publicadas en el siglo XVII de la revista Suma 56 (Basulto &

Camuniez, 2007), el problema de cavaller de Méré es troba en una carta que Pascal va enviar a
Fermat el 1654 on es posa de manifest que la pregunta li havia estat proposada per Antoine
Gombaud, amic seu i jugador professional conegut com el Cavaller de Méré. Gracies a la seva
experiéncia, al joc Gombaud afirmava que si, per aconseguir almenys un 6 en tirar un dau, apostava
guatre vegades, tenia un avantatge de 671 contra 625 de guanyar.

Tot i que Gerolamo Cardano ja treballa aquest problema en el capitol 11 del seu llibre Liber de Ludo
Alae (Llibre de jocs d'atzar, 1564) no acaba de trobar el resultat. Sera més endavant Christiaan
Huygens, que el 1655 s'assabenta de la correspondéncia entre Pascal i Fermat i acaba publicant el
1657 el tractat De Ratiociniis in Ludo Aleae (Calculant en jocs d'atzar).

. . ., , ., 5 1 1
Una vegada estudiada la situacid, s'obté una relacio recurrent € 1= 66, + % on e, =g ocosa

6'—5"

n

n
que és el mateix e = 1-— (%) i també equivalent a e = que ens dona la probabilitat de

treure almenys un 6 després de n tirades. Aixi només ens cal buscar per quina n ens dona un valor
superior a 0,5.

Huygens genera 3 funcions per poder veure en quin moment es produeix el canvi i confirmar les
prediccions del cavaller de Méré:

Alternatives favorables al jugador que llanga després de n tirades: f(n) = 6 —5"

Alternatives desfavorables al jugador que llan¢a després de n tirades: h(n) = 5"

Alternatives totals: g(n) = 6.

Si fem una taula resum per a diferents valors per n:

Tirades Alternatives totals Alternatives favorables Alternatives desfavorables
n gm) =6" fm) =6" - 5" h(n) = 5"
1 6 1 5
2 36 11 25
3 216 91 125
4 1296 671 625

Es pot comprovar que, en el cas de 4 llancaments, el nombre de casos en qué com a minim apareix
un 6 ja supera el que no n'aparegui cap i que confirma I'afirmacié del cavaller de Méré.

5 4
Per tant, e,= 1-(3) =

perdre.

1296

~0,5177 i, doncs, la probabilitat de guanyar és superior a la de
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A classe es podria presentar el problema, experimentar amb el llangament consecutiu de daus fins
gue surti un 6, compartir el calcul teoric i comprovar que la solucié la podem treure rapidament
com la probabilitat complementaria de no treure cap 6 després de 4 tirades.

Manuel Sada fa una proposta per resoldre aquesta qiiestido amb el suport de GeoGebra Un seis tras
cuatro lanzamientos. També hi ha una segona part que es pot treballar en cursos posteriors en que
el cavaller de Méré afirma que, en canvi, la probabilitat de treure un doble 6 en llangar dos daus és
desfavorable després de 24 tirades. Manuel Sada també fa una proposta per resoldre aquesta
gliestid amb el suport de GeoGebra titulada Seis doble tras 24 intentos.

Galileu i el problema del Gran Duc de la Toscana
«El duc de la Toscana va preguntar a Galileu: Per qué quan es llancen tres daus s'obté més vegades
la suma 10 que la suma 9 encara que totes dues es poden obtenir de 6 maneres diferents?».

Tot i que al seu llibre Liber de Ludo Alae (Llibre de jocs d'atzar - 1564), Gerolamo Cardano ja aborda

les diferents maneres en qué es poden obtenir les sumes de dos i tres daus, aquest llibre no es va
publicar fins al 1663, quasi 100 anys després. | és Galileu qui, 50 anys després del plantejament del
problema i sense coneixer I'obra de Cardano, aborda el problema que li planteja el Gran Duc de la
Toscana. Galileu publica la solucid al seu assaig breu tractat Sopra le scoperte dei dadi (Sobre els
descobriments dels daus, escrit entre 1612 i 1623), tot i que el 1718, en una recopilacié de les obres
de Galileu, va ser publicat com a Consideratione sopra il Giuco dei Dadli.

La resposta queda aclarida quan es tenen en compte les reordenacions de les diferents maneres en
gue es pot obtenir la mateixa suma. Tot i que el 9i el 10 es poden obtenir tots dos amb 6
combinacions de daus, aquestes combinacions no sén equiprobables i, si tenim en compte les
reordenacions dels daus, el 9 es pot aconseguir de 25 maneres diferents i, en canvi, el 10 de 27
maneres diferents.

Suma dels tres daus 3 4 5 6 7 8 9 10

Maneres diferents 1 3 6 10 15 21 25 27
d'obtenir la suma

Suma dels tres daus 18 17 16 15 14 13 12 11

En la taula seglient, es pot comprovar com el 9 es pot obtenir de 25 maneres diferents i, en canvi, el
10, de 27 maneres diferents:

Suma 9 Reordenacions dels daus Suma 10 Reordenacions dels daus

1+2+6 6 1+3+6 6

1+3+5 6 1+44+5 6
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1+4+4 3 2+2+6 3
2+2+5 3 2+3+5 6
2+3+4 6 2+4+4 3
3+3+3 1 3+3+4 3

Total 25 Total 27

Aixi a classe es pot plantejar el problema, fer experimentacié amb els 3 daus, analitzar quins grups
de daus diferents ens donen suma de 9 o 10 i després analitzar quantes reordenacions podem fer
de cadascun dels grups de daus per arribar a la resposta final.

Manuel Sada fa una proposta per resoldre aquesta qliestié amb el suport de GeoGebra titulada
Galileo v los tres dados.

Blocs de competencies: processos matematics i gestid socioemocional

El conjunt de sabers que constitueixen el sentit estocastic, com tots els altres sentits, s'han de relacionar
amb el conjunt de competéncies del curriculum. Sense un coneixement dels sabers dificilment es poden
desenvolupar els processos per avancar en I'assoliment de les competéncies i, d'altra banda, la manera com

s'introdueixen, es construeixen i s'utilitzen els sabers és clau per fer un treball competencial.

Aixi doncs, tots els sabers poden contribuir a desenvolupar qualsevol competencia si es treballen en
activitats adequades. Igualment, un saber pot contribuir a desenvolupar diverses competéencies.

Es presenta la relacié entre els sentits i les competencies especifiques a través dels processos: Resolucié de
problemes (competéncies especifiques CE 1 i CE 2), Raonament i prova (competéncies especifiques CE 3 i CE
4), Connexions, on distingim les internes (competéncia especifica CE 5) i les externes (competéncia
especifica CE 6), Comunicacid i representacio (competencia especifica CE 7) i Gestidé socioemocional
(competéncies especifiques CE 8 i CE 9).

Aguesta relacid, pel que fa al sentit estocastic, es concreta, en el marc d'aquest exemple, de la manera que
es descriu en els apartats segiients, tot i que hi pot haver altres analisis igualment valides.

Resolucié de problemes (CE 1 i CE 2)

La relacié de |'estadistica amb la resolucié de problemes és fonamental, ja que permet transformar dades
en informacié comprensible, util per a la presa de decisions tant en contextos de la vida quotidiana com en
situacions matematiques. El procés d'interpretar i modelitzar problemes mitjancant dades requereix
explorar diferents maneres d'actuar i raonar, buscant solucions que puguin ser validades matematicament.

A través de l'estadistica, es poden observar tendéncies, establir relacions entre variables i prendre decisions
informades. En problemes reals, la construccié de taules de freqiieéncies o la representacio grafica de dades
ajuden a sintetitzar informacié de manera clara, saber essencial a 2n d'ESO, saber #2.EST.IN.D. També es fan
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servir aguestes eines en matematiques per treballar amb distribucions de dades o fer inferéncies.

El procés de validacid de solucions implica avaluar els resultats obtinguts amb tecniques estadistiques per
verificar-ne la fiabilitat i rellevancia, tenint en compte el context global del problema. Aquesta validacié pot
incloure la comparacié amb altres solucions possibles o I'avaluacié de l'impacte de les decisions preses.

Amb eines com fulls de calcul o programari estadistic, aquests processos es poden automatitzar, cosa que
facilita el tractament de grans volums de dades i la seva analisi visual i numeérica, saber #2.EST.IN.E.

Per altra banda, a través de la probabilitat podem resoldre tota mena de situacions, sigui de manera
experimental o teorica, saber #2.EST.PI.A. L'Us de les eines digitals, tant per representar, calcular com per
simular, ens facilitaran arribar a la resolucié d'aquests problemes.

Sabers

A tall d'exemple, alguns sabers d'aquest sentit que poden ajudar a reforcar la resolucié de problemes sén,
entre altres:

® La confeccid de taules de freqliencia, saber #2.EST.IN.D, com a eina fonamental per organitzar,
resumir i analitzar dades d'una manera estructurada. Aquestes taules ajuden a identificar patrons o
tendéncies en un conjunt de dades i faciliten la presa de decisions, CE 2.

e L'elaboracié de grafics, saber #2.EST.DL.E, la representacié d'un conjunt de dades donades amb
grafics estadistics (grafics de punts, de barres i de sectors, pictogrames...) manualment o fent servir
eines de tractament de dades, desenvolupa la capacitat d'elaborar representacions matematiques
eficaces per a la resolucio de problemes i situacions de la vida quotidiana i s'alinea amb CE 1.

e Elcalculilainterpretacio dels parametres de dispersid basics, saber #2.EST.DL.I, ja que
proporcionen informacié clau sobre com es distribueixen les dades al voltant d'un valor central.
Aquest coneixement és essencial per a |'analisi i la interpretacio de les dades, especialment en
situacions en que la variabilitat pot influir en les decisions o les conclusions i, per tant, desenvolupa
la CE 2.

e Elsaber #2.EST.IN.A (Disseny d'investigacions i enquestes per donar resposta a una pregunta, repte
cientific o situacié quotidiana), que és essencial tant en el desenvolupament de la CE 1 com CE 2.

e El calcul de probabilitats tenint en compte el concepte de proporcionalitat, tant en esdeveniments
senzills com compostos, ens permet resoldre diferents situacions i problemes, saber #2.EST.PI.C. La
utilitzacié de diagrames d'arbre o taules de contingéncia per representar totes les opcions, saber
#2.EST.PL.D, ens ajuden a trobar les diferents solucions.

® Per altra banda, la resolucié a classe de jocs i de problemes classics ens permet veure i analitzar
com va anar evolucionant historicament la teoria de la probabilitat, saber #2.EST.PI.G

Recursos

Molts dels recursos esmentats per treballar diferents sabers fan referéncia directa al procés de resolucié de
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problemes. Per exemple:

L'activitat proposada per I'Institut Moises Broggi, Es poden mesurar els idiomes?, I'activitat de

I'NRICH Substitution Cipher. i les activitats lletres, paraules i frases... del CESIRE, totes referenciades
al saber #2.EST.DI.D, resolen el tipus de llengua d'un text a través de I'analisi de freqliencies.

El problema de I'entrenador de basquet esmentat al saber #2.EST.DI.I, especialment indicat per
expressar amb coheréncia raonaments que permetin justificar la validesa de les solucions.

Slow reveal graphs és una eina excel-lent per contribuir al desenvolupament de les competencies CE
1iCE2.
L'activitat proposada per Anna Ausina L'atzar de Joan Brossa, que podeu trobar al saber

#2.EST.IN.A, permet generar preguntes a partir d'arguments matematics per plantejar reptes.
La resolucio de I'activitat Intuicid i probabilitat: el joc de la canyeta més curta i La Paradoxa de

Monty Hall. Canvies o no canvies? del saber #2.EST.PI.A ens demana raonar i argumentar com

podem obtenir la solucié teorica, que inicialment pot semblar antiintuitiva.

La construccid del diagrama d'arbre per veure totes les opcions i calcular la probabilitat d'arribar a
la meta o acabar a la presé del Joc de |'escala del saber #2.EST.PI.D.

La publicacié de la resolucié dels problemes classics del Problema del cavaller de Méré i Galileu i el
problema del Gran Duc de la Toscana ens permeten copsar el cami complex i llarg que va anar fent
el desenvolupament de la teoria de la probabilitat que ara coneixem i que ens ajuda a resoldre'ls
actualment d'una forma rapida i elegant.

Raonament i prova (CE 3 i CE 4)

L'estocastica, que implica I'estudi de fenomens aleatoris i la probabilitat, té una relacié estreta amb la

formulacié i la comprovacié de conjectures a través de diverses eines i metodes. L'Us de materials com

cartes, daus o altres i el programari estadistic o simuladors estocastics permeten automatitzar i modelitzar

experiments i fer prediccions i analisis sobre el comportament de les dades. A partir de |'observacié de

resultats repetits d'un experiment estocastic, els estudiants poden formular conjectures i prediccions sobre
els patrons que segueixen les dades o els comportaments probables d'un esdeveniment aleatori.

Sabers

A tall d'exemple, alguns sabers d'aquest sentit que poden ajudar a reforcar el raonament sén, entre altres:

Utilitzacid i interpretacid de dades i grafics estadistics i valoracié de la idoneitat de cada tipus de
representacio, saber #2.EST.DI.F, permet desenvolupar la capacitat d'argumentacié CE3.

La interpretacié de dades i obtencid de conclusions, saber #2.EST.IN.F, planteja la necessitat de fer
un raonament que justifiqui el resultat obtingut i, per tant, permet el desenvolupament de la CE 3.

La competéncia CE 4 esta molt vinculada al bloc de pensament computacional del saber
#2.EST.PL.B, tot i que aquest bloc també esta fortament relacionat amb el raonament logicii la
competencia CE 3.
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® La prediccid i I'analisi dels resultats d'un experiment aleatori a partir de la informacié obtinguda de
manera empirica o teorica del saber #2.EST.PI.A esta lligada al treball de la C3.

e La utilitzacid de recursos digitals (fulls de calcul, calculadores, GeoGebra...) per a la simulacid i el
calcul de probabilitats del saber #2.EST.PI.B esta lligada al bloc de pensament computacional i ens

permet treballar la CE4.

e [|'analisi del joc de Monty La Paradoxa de Monty Hall. Canvies 0 no canvies? i del Joc de I'escala

estan directament lligades a la capacitat de raonament de I'alumnat per trobar la solucié que de
vegades pot ser antiintuitiva.

Recursos

Molts dels recursos esmentats per treballar diferents sabers fan referéncia directa al procés de raonament i
prova. Per exemple:

e Podem raonar sobre la intencionalitat de les males representacions grafiques en les referencies que
apareixen al saber #2.EST.DI.F, en la campanya del CREAMAT errors als mitjans i malaprensa. (CE 3)

e El conjunt d'activitats del saber #2.EST.IN.F com Testing a new product i les dues activitats
esmentades a Levels of Reasoning of Middle School Students about Data Dispersion in Risk Contexts

d'Ernesto Sanchez i Antonio Orta, unes activitats en que cal llegir més enlla de les dades per
prendre decisions de manera raonada en contextos propers i reals de I'alumnat (CE 3)

® Les tasques Treballem la probabilitat amb la micro:bit o els materials del curs de formacié

Programem matematiques amb Snap!, saber #2.EST.PL.B, en ser un conjunt de materials creats per
desenvolupar habilitats de pensament computacional, fomentant la creativitat i la resolucié de
problemes, s'ajusten perfectament al procés de raonament i a les competéncies corresponents (CE3
o CE4)

® Lestasques La paradoxa de Monty Hall. Canvies o no canvies? i del Joc de |'escala ens permeten

posar en joc la capacitat de raonament i treballar la CE3.

Connexions amb altres parts de la matematica (CE 5)

Les connexions internes entre estocastica i la resta de sentits matematics en especial, amb el sentit espacial,
I'algebra i el sentit de la mesura formen un teixit ric que permet als estudiants abordar problemes des de
diferents perspectives i aplicar conceptes de manera integrada. Aquesta xarxa de relacions afavoreix un
aprenentatge més profund i significatiu, cosa que permet consolidar les habilitats matematiques en diversos
camps.

Una especial consideracid a 2n d'ESO és el saber #2.EST.PIL.B: la utilitzacié de recursos digitals (fulls de
calcul, calculadores, GeoGebra...) per a la simulacid i el calcul de probabilitats obre la porta al pensament
computacional, el qual proporciona les eines per descompondre problemes complexos, crear algoritmes per
simular-los; i analitzar els resultats i els processos estocastics ofereix un context ric en qué aquestes
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habilitats es poden aplicar. Aquesta combinacio és essencial en camps com la ciéncia de dades, la simulacié i
la investigacio cientifica.

Sabers

A tall d'exemple, alguns sabers d'aquest sentit que poden ajudar a reforcar les connexions internes son,
entre altres:

El saber #2.EST.DL.E, és a dir la representacié d'un conjunt de dades donades amb grafics
estadistics.

e L'eleccidé de mostres significatives d'una poblacid a fi de realitzar un estudi estadistic, saber
#2.EST.IN.C, en les quals es treballa amb volums o arees.

e La utilitzacid de recursos digitals (fulls de calcul, calculadores, GeoGebra...) per a la simulacid i el
calcul de probabilitats, saber #2.EST.PI.B, connecten directament amb els coneixements algebraics.

e Per altra banda, la vinculacié entre el concepte de proporcionalitat i el calcul de probabilitats, saber
#2.EST.PI.C, aixi com el calcul de probabilitats de la composicié d'esdeveniments equiprobables,
saber #2.EST.PI.E, tenen relacié directa amb els sabers del bloc de numeracid i mesura.

Recursos

Molts dels recursos esmentats per treballar diferents sabers aporten o fan servir connexions internes. Per
exemple:
® Les activitats de I'arc_Estadistica amb excel 1 i Estadistica amb excel 2 de Sergio Gracia ens proposen

treballar amb els fulls de calcul per generar simulacions i experiments probabilistics, cosa que
connecta el saber #2.EST.DI.E amb la llei dels grans nombres saber #2.EST.PI.F i saber #ALG.PC.E.

® Les activitats esmentades en el saber #2.EST.IN.C de Mathematics Assessment Project: How Many

Jellybeans? i Counting trees tenen connexions amb el sentit de la mesura i el sentit espacial.

® Lestasques Treballem la probabilitat amb la micro:bit o els materials del curs de formacié

Programem matematiques amb Snap!, saber #2.EST.PL.B, en ser un conjunt de materials creats per

desenvolupar habilitats de pensament computacional amb connexions amb el bloc de sabers
H#ALG.PC.

Connexions amb altres mateéries i amb I'entorn (CE 6)

El context és essencial en |'estocastica perque proporciona el marc necessari per interpretar resultats,
dissenyar models, comprendre la variabilitat i prendre decisions informades. El context assegura que els
processos estocastics tinguin sentit en la realitat concreta en qué s'apliquen per tal de permetre que els
models siguin més precisos, utils i aplicables. Sense el context adequat, les analisis i les conclusions poden
ser erronies o no tenir cap valor practic.
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Sabers

A tall d'exemple, alguns sabers d'aquest sentit que poden ajudar a reforcar les connexions externes son,
entre altres:

e L'analisi de grafics saber #2.EST.DI.A i saber #2.EST.DI.E permet connectar les matematiques amb
nombroses arees del coneixement: altres ciéncies, actualitat, tecnologia... i, per tant, implica la
construccié de models matematics per estudiar fenomens naturals i socials. Per tant, reforcen la CE
6.

e Eldisseny d'investigacions i enquestes, saber #2.EST.IN.A, per resoldre un problema, necessitat o
repte expliciten la importancia del context extern, reforcant també la CE 6. Cal destacar que, a 2n
d'ESO els contextos haurien de ser més complexos que a 1r.

e Lavaloracid dels jocs d'atzar en I'evolucié i el desenvolupament de la teoria de la probabilitat, saber
#2.EST.PI.G, vinculat a valorar I'aportacid actual i historica de les matematiques al progrés de la
humanitat.

Recursos

Molts dels recursos descrits per treballar diferents sabers del sentit estocastic ofereixen oportunitats per fer
connexions externes. Per exemple:

e L'analisi de grafics del web del New York Times what's going on the graph, que permet analitzar

I'impacte de les dades cientifiques, tecnologiques, socials, artistiques i culturals de les noticies
d'actualitat dels darrers 6 anys i, per tant, desenvolupar el pensament critic de I'alumnat.

e Estadistiques als diaris de Sergio Gracia, la qual pretén que I'alumnat es familiaritzi amb els grafics
estadistics que es poden trobar als diaris i que tracten temes generals com ara I'augment de preus,
els nombre de turistes o de naixements, etc.

e \Who speaks more, una activitat basada en I'analisi estadistica més gran sobre els dialegs de les

pel-licules de Disney, que ens permet fer una analisi matematica des d'una perspectiva de génere.

e Elproblema dels residus de Xavier Gelada Serrat, esmentat al saber #2.EST.IN.A, on es pot treballar

estadistica amb un problema real com és la gestio de residus.

e |'activitat esmentada al saber #2.EST.DI.C, Mesurant les il-lusions optiques de Joan Jarefio, amb

connexions amb el sentit de la mesura.

® Problema del Cavaller de Méré i Galileu i el problema del Gran Duc de |la Toscana esmentats al saber
#2.EST.PL.1, per identificar i valorar I'aportacio historica de les matematiques al progrés de la
humanitat.

Comunicacio i representacio (CE 7)

La connexid entre |'estocastica i la competéncia 7 és més que evident, ja que I'estocastica sovint requereix
una comunicacio clara i precisa per explicar fenomens incerts, interpretar dades i transmetre la variabilitat
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inherent als processos aleatoris.

Un dels elements més importants de |'estocastica és la representacié de dades mitjancant grafics estadistics
(histogrames, diagrames de barres, grafics de sectors, etc.) i la visualitzacid de distribucions de probabilitat.
Aquesta representacio visual ajuda a comunicar patrons de variabilitat i tendéencies dins de les dades de
manera intuitiva i efectiva.

Cal posar especial atencio a treballar a classe que I'alumnat sigui capag d'utilitzar la terminologia i el
vocabulari adequat, tant en la comunicacio escrita (resolucié de problemes, informes, etc.) com en la
comunicacié oral (presentacions, discussions en grup); hi tindra, per tant, un paper fonamental discutir en
grups les conclusions basades en dades recollides en experiments o sondatges, reflexionar sobre les
variacions i comunicar els resultats i debatre i validar hipotesis a partir de les dades estadistiques o
probabilistiques, per tal que I'alumnat pugui desenvolupar habilitats de comunicaci6 critica i la capacitat de
defensar o reformular els seus punts de vista.

Sabers

A tall d'exemple, alguns sabers d'aquest sentit que poden ajudar a reforcar la comunicacid i la representacid
son, entre altres:

e Elsaber #2.EST.DI.A per tal de visualitzar a través de grafics un conjunt de dades i justificar
conclusions.

e La utilitzacid i la interpretacié de dades i grafics estadistics i la valoracid de la idoneitat de cada tipus
de representacid, saber #2.EST.DI.F, que promou dialogar entre iguals per descriure i explicar idees
matematiques.

e L'elaboracié d'un informe on s'explica la metodologia emprada en I'estudi estadistic i on es mostren
els resultats, saber #2.EST.IN.E.

e El treball amb diferents tipus de representacions com taules de contingéencia o diagrames d'arbre a
I'hora de resoldre problemes de probabilitat, saber #2.EST.PI.D.

Recursos

Molts dels recursos esmentats per treballar diferents sabers del sentit estocastic fan referéncia al procés de
comunicacié i representacio. Per exemple:

e Elrecurs Societat Catalana d'Estadistica del Concurs Data Storytelling, que reconeix els millors tuits

estadistics amb representacio visual.

e Analitzar els grafics de la campanya de CREAMAT errors als mitjans i I'enllag de malaprensa, tots dos

esmentats al saber #2.EST.DI.F, que permet justificar i raonar els errors, alguns intencionats, d'una
representacio grafica.

e L'activitat del grup Vilatzara Una gran Epidémia, esmentada al saber #2.EST.IN.E, per comunicar la
informacio i les conclusions d'un estudi de dades.
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e ElJocde l'escala del Manual de la Caixa de Varga esmentat al saber #2.EST.PI.D, en qué es

desenvolupen diferents formes d'expressié per fer el calcul de probabilitats.

Gestid socioemocional (CE 8 i CE 9)

El procés d'aprenentatge de I'estadistica, i especialment el calcul de probabilitats, requereix un conjunt
d'habilitats i actituds clau que no només impliquen el domini dels conceptes teorics, sind també la
perseveranca, la conscieéncia del mateix aprenentatge i la capacitat de reconeixer i corregir errors.

L'estudi de |'estadistica i el calcul de probabilitats sovint implica processos que poden ser laboriosos. Es
fonamental que els alumnes desenvolupin la perseveranga necessaria per completar aquests estudis amb
exit, ja que els resultats poden no ser immediats, concretament, la llei dels grans nombres permet que la
probabilitat observada s'acosti a la probabilitat teorica amb el temps. Aix0 ensenya els alumnes a persistir i
no rendir-se després de pocs intents experimentals.

Per altra banda, la consciencia del mateix aprenentatge o metacognicié ajuda a identificar els nous
conceptes que s'estan adquirint; cal fomentar la discussio raonada tant a I'hora de dissenyar un estudi
estadistic o probabilistic com a I'hora de comunicar les conclusions extretes. A través de la discussié
col-lectiva, es pren consciéncia de les diverses maneres d'abordar els problemes i s'identifiquen quins
conceptes s'han aplicat correctament.

Finalment, cal potenciar I'autoavaluacid, una habilitat essencial per a I'aprenentatge autdonom i reflexiu,
especialment en estadistica, en queé la interpretacio i la comprensié de dades poden ser subjectes a errors o
malentesos. Podem animar-los a reflexionar sobre el procés d'un estudi estadistic:

- Era clar el que volia investigar? Quins eren els objectius del meu estudi estadistic?

- Les dades que he recollit eren suficients per respondre les preguntes de recerca? He utilitzat una mostra
adequada per al problema que volia estudiar?

- La metodologia estadistica que vaig triar (mitjanes, mediana, probabilitats, etc.) era la correcta per a les
dades i I'objectiu de I'estudi?

L'autoavaluacié d'un estudi estadistic no només permet als alumnes reflexionar sobre el seu rendiment i
corregir errors, sind que també fomenta una actitud de responsabilitat personal i millora continua,
fomentant la CE 8.

Pel que fa a la competéncia 9 cal assenyalar que la probabilitat o I'estadistica, sovint requereix col-laboracio
i intercanvi d'idees en grups. El treball en equip és clau en activitats en que els alumnes recullen dades, fan
calculs, interpreten resultats o resolen problemes de probabilitat junts.

La gestidé socioemocional esta vinculada a dues competéncies especifiques:

e CE 8, relacionada amb el desenvolupament d'habilitats personals com les creences, les actituds i les
emocions envers les matematiques.

e CE9, centrada en el desenvolupament d'habilitats socials com el treball en equip i la presa de
decisions.
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A continuacio s'indiquen alguns aspectes que, treballats des del sentit estocastic, poden contribuir al
desenvolupament de les competencies CE 8 i CE 9.

Alguns aspectes que poden contribuir al desenvolupament de la competéncia CE 8

e Elsaber #2.EST.PI.B amb connexions amb #ALG.PC i el bloc de pensament computacional esta
estretament vinculat a la gestié socioemocional, i posa emfasi en valors com I'autoconfianga, la
persisténcia, I'adaptabilitat, la flexibilitat, la creativitat, la col-laboracié i la gestié constructiva de
I'error. Aquesta idea és plenament aplicable més enlla de I'ambit del pensament computacional.

e El potencial historic de I'estadistica pot ajudar els alumnes a entendre la seva rellevancia en la vida
quotidiana i en la societat. En aquest nivell, coincidint amb el treball que s'esta portant a terme a
I'ambit de socials, d'historia en I'edat mitjana, pot resultar convenient parlar del paper de les dades
en el comerg de les especies durant els segles xvi i xvii, en qué els comerciants usaven dades de
demanda i oferta per prendre decisions estratégiques sobre rutes comercials.

e Es molt beneficids que I'alumnat prengui consciéncia dels avencos que fa en I'aprenentatge de
|'estadistica i la probabilitat, ja que aquest procés no només reforca la seva confianga en les seves
capacitats, siné que també li permet valorar la bellesa i la utilitat de les matematiques. Quan els
estudiants reconeixen el seu progrés poden veure que aquestes eines matematiques no només els
ajuden a resoldre problemes, sind que també tenen aplicacions practiques en la seva vida
quotidiana i en el mén que els envolta.

e Un recurs per fomentar la utilitat de les matematiques i, concretament, de la probabilitat el trobem
a Matematigues en accid, al video de Miquel Roig, del Banc de Sabadell, que parla d'«Economia,

riscos i probabilitat».
Alguns aspectes que contribueixen al desenvolupament de la competéncia CE 9

L'estocastica ofereix grans oportunitats per treballar en equip, i promou actituds positives, implicacio en la
presa de decisions i respecte per les aportacions dels altres, per superar qualsevol idea limitant sobre les
habilitats propies o alienes en matematiques. A continuacio, es destaquen quatre activitats concretes en
aquest ambit:

e El conjunt d'activitats de Mathematics Assessment Project esmentades al saber #2.EST.IN.C i al
saber #2.EST.IN.F, de la Universitat de California a Berkeley i el Shell Center de la Universitat de
Nottingham, on es desenvolupen les competéncies vinculades a la resolucié de problemes amb un
interessant procediment de treball en grup.

® Les activitats matematiques vinculades al pensament computacional ofereixen excel-lents
oportunitats per fomentar el treball en equip i la col-laboracid, en concret, les activitats modul 2:
Probabilitat i Simulacié del Programem matematiques amb Snap! i Treballem la probabilitat amb Ia

micro:bit., totes dues referenciades al saber #2.EST.PI.B.

e El conjunt de jocs de |a Caixa de Varga esmentades al saber #2.EST.PI.E, que permet als alumnes

compartir idees i coneixements, la qual cosa enriqueix I'aprenentatge de tots els membres del grup.
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