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Proposta d’activitat

Titol: Patrons en estructures

Imatge:

Agrupament:
Es aconsellable fer aquesta activitat per parelles per tal de crear la necessitat de
compartir i contrastar arguments en el procés de determinacié dels models algebraics
gue es demanen.

Material:
No cal un material especial llevat de les imatges de les estructures que cal estudiar.
Tanmateix també és possible construir efectivament aquestes estructures mitjancant
escuradents units per boletes de plastilina o altres materials que permeten fer
exploracions geomeétriques.

Descripcio:

Moltes construccions industrials contenen estructures metal-liques formades per
barres i connectors que els donen solidesa. L’activitat que es proposa basicament
consisteix a explorar estructures d’aquest tipus i determinar, en funcid d’un
parametre, el nombre de barres i de connectors necessaris per construir-les. De fet es
tracta de trobar els termes generals a,, b,... de successions definides a partir de
figures geometriques en les quals agafarem com a parametre n el nombre de barres
de la base de l'estructura. Plantejarem cinc casos corresponents a estructures
diferents i prendrem sempre a,, com el nombre de barres necessaries per a construir
una estructura de n barres de base i b,, com el nombre de connectors necessaris per a
construir una estructura de n barres de base. Malgrat que les preguntes que es
plantegen sén les mateixes té interes proposar I'exploracié de diferents tipus
d’estructures.

www.Xxtec.cat/web/curriculum/eso/orientacionsgeometria Canvi i relacions



http://www.xtec.cat/web/curriculum/eso/orientacionsgeometria

Estructura 1

L'estructura de la imatge té 6 barres en la base (n = 6) i, per construir-la,
necessitem 23 barres (ag = 23) i 13 connectors (bg = 13). Podriem trobar una
expressié general que doni a,, i b, per a tots els valors naturals de n? Explorem-

ho!
Peran = 1:

A @, =3 b =3
Peran = 2:

‘ ; b a2:7 b2:5
Peran = 3:

a3=11 b3=7
Peran = 4:
a4,=15 b4=9

Sera bo que els alumnes descobreixen (proposant, argumentant entre ells,
cercant contraexemples...) els termes generals d’aquestes successions. De fet es
tracta de dues progressions aritmetiques de diferéncies respectives 4 i 2 els
termes generals de les quals son: a, =4n—1i b, =2n+1.
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Estructura 2

En aquest cas, novament, podem explorar el patrd constructiu per a diferents

valors de n:
o—P [ 7 g O 'S, Oy )
(e ) O () ® O > () 9
o—0 @ O L O 'S ) O
a1=7 a2=12 a3=17
bl == 6 b2 == 9 b3 = 12

Els alumnes podran deduir els termes generals:
a, =5n+2
b,=3n+3

Estructura 3

Explorem el patrd constructiu per als primers valors de n:

sfuafann




a; =6 a, =11 az =16
b1=5 b2=8 b3=11

Els alumnes podran deduir els termes generals:
a,=5n+1
b, =3n+2
Es interessant comparar aquest cas amb I’anterior tot observant com, en cada

pas, s’hi afegeix una barra menys i un punt menys.

Estructura 4

Es tracta d’una estructura una mica més complicada perd que pot ser explorada
de la mateixa manera:

Peran = 1:

a1=3 b1=3

Peran = 2:

a2=9 b2=6

Observem que, respecte de la figura anterior, hi hem afegit 6 barres i 3
connectors.

Peran = 3:
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a3=16 b3=9

Observem que, respecte de la figura anterior, hi hem afegit 7 barres i 3
connectors.

Peran = 4:

a, =23 by=12

Probablement els alumnes descobriran aviat que b,, = 3n pero tindran una mica
de dificultat amb a, pel fet que a; s’escapa del patr6. Podem proposar
d’escriure-ho aixi:
@ = {3 per a n=1
n n—5 per a n=2

Estructura 5

Explorem una nova estructura que suggereix la idea d’una escala o d’unes
grades:

Com en els casos anteriors estudiem els primers valors de n:



8

31:4' 32:a1+2'2+2:10 33:a2+2'3+2:18
b1=4 b2=8 b3=13
a,=az+2-4+2=28 ag=a,+2-5+2=40
b, =19 bs = 26

En primer lloc abordarem el treball entorn a la successio dels a,,. En aquest cas,
la dificultat rau en qué les diferéncies entre termes consecutius no soén
constants, cada vegada a un terme hi sumem més per tal d’obtenir el terme
seglient! En general:

anp =0ap_1+2n+2

Aguesta formula es pot deduir graficament observant la geometria de I'tltima
columna que hi afegim. De totes maneres no és tan senzill deduir I'expressio
d’a,, unicament en funcié del valor de n. Hi ha varis camins:

1. Un primer cami per qué els alumnes descobreixen I'expressié d’a,, hauria de
tenir un caire inductiu (en el sentit d’anar provant casos concrets) tot
convidant els alumnes a experimentar amb expressions diverses on
intervingués n?, n, 2n, 3n... Conjuntament aniriem “descobrint” I'art
d’ajustar un model algebraic a un conjunt concret de valors. El docent els
hauria d’anar acompanyant per tal d’encarar la cerca cap a l'expressié
correcte:

a, =n?+ 3n.

2. Un cami visual, amb fort component geomeétric, consisteix a prendre una de
les escales i complementar-la fins a donar el quadrat corresponent tal com
es mostra en la figura.
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o—O0——O0—O0—@—@
o—O0——O0—@—0—9
o—O0—0——0—0—9
Oo—o—0—0—0—9
o—0—0—0—0—0
*—0—0—0—0—0

Si la base de I'escala té n barres i hi ha n + 1 files de barres horitzontals
resultara que el nombre total de barres horitzontals del quadrat sera
n(n+ 1). Per la mateixa rad el nombre total de barres verticals sera
n(n + 1). Aixi el nombre total de barres de I'estructura quadrada sera de
2n(n + 1). D’entrada semblaria que la meitat d’aquestes barres, n(n + 1),
son les que componen l'estructura de partida en forma d’escala pero, si
posem atencié en com la diagonal parteix el quadrat, observarem que a
aquest nombre de barres cal sumar-hi les que en el dibuix seglient estan
pintades de verd:

Observem que hi ha n barres horitzontals i n barres verticals acolorides de
verd, aixo vol dir que a la meitat de les barres del quadrat hi hem de sumar
2n noves barres per tenir aixi el nombre total de barres de I'estructura
triangular:

a, =n(n+1)+2n=n?+3n.

Una bonica demostracié geomeétrica molt visual!

3. Un cami amb un fort component algebraic que no sembla adequat per a
I’'ESO pero que si que pot interessar per alumnes avangats i que s’inclou aqui
com un element d’ampliacié. Representant en un grafic els valors obtinguts
observarem que sembla que corresponen a una parabola:



45
a0

35 /
30 /

25

20 / =—f=—an
15

10 /

Aix0 ens porta a pensar que potser els termes a, seguiran un model
quadratic del tipus a,, = pn® + qn +r, on p, q i r s’hauran d’ajustar per
tal que es compleixi la condicié: a, = a,_1+2n+ 2. Simplement
substituint tindrem:

pn®+qn+r=pn—1>2+qn—-1)+r+2n+2

Eliminant la r i igualant els respectius coeficients de n i els termes
independents obtindrem dues condicions (la igualtat dels coeficients de n?
no aporta cap condicié ja que és p = p ) d’'on podrem deduir els valors de p
ideq:
q=-2p+q+2 - p=1
r=p—q+r+2 - gq=p+2 > q=3

Emprant el fet que a; =4 deduirem que r = 0. Substituint p, q i r en
I'expressié d’a,, obtindrem el model algebraic que ajustara la successio:

a, =n?+ 3n.

En segon lloc hem d’emprendre I'estudi de la successié dels b,. Novament
observem que les diferéncies entre els termes consecutius no sén constants. Els
alumnes poden experimentar amb diferents expressions (fins i tot els podem
donar pistes) pero és dificil que arribin a |‘expressié correcta:

b n?+5n+2

ne 2
Tanmateix hi ha una demostracid visual molt bonica: considerem una d’aquestes
estructures escalades que suposarem que té n barres a la base (en el cas concret
de la imatge n = 5) i prenem una copia de I'estructura, la girem 180 graus i la
desplacem com indica la figura segiient:
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Si hi afegim els dos punts verds de la imatge tindrem un rectangle en I'altura del
qual hi haura n+ 1 punts i en la base del qual hi hauran+1+3=n+4
punts:

@

(O]

Aixi el nombre total de punts d’aquest rectangle sera de (n+ 1)(n + 4).
Restant d’aqui els dos punts verds i dividint per dos obtindrem els punts que
componen una de les dues peces escalades. Aixi:

nm+1n+4)—2 n?>+5n+2
n= 2 - 2

Una sorprenent manera de deduir, amb eines geomeétriques ben visuals,
I'expressié algebraica que doéna el patré del nombre de connectors de
I'estructura en forma d’escala.

Naturalment es podrien posar més exemples d’estructures per estudiar. Tanmateix
també és interessant convidar als alumnes a qué inventin noves estructures i
descobreixin expressions que donin el nombre de barres i de connectors en funcié del
nombre de barres de la base.

Continguts més rellevants que es tracten:

Successions, terme general d’una successid, expressions algebraiques, propietats
geometriques de figures planes, demostracions visuals.



Dimensions i competéncies que es poden treballar especialment:

Amb aquestes activitats es pot treballar especialment la competéncia 1 de la dimensié
de resolucié de problemes (Traduir un problema a llenguatge matematic o a una
representacié matematica utilitzant variables, simbols, diagrames i models adequats).
Si es té cura de promoure converses d’aula riques es contribuira a desenvolupar la
competéncia 5 de la dimensié de raonament i prova (Construir, expressar i contrastar
argumentacions per justificar i validar les afirmacions que es fan en matematiques) i la
competéncia 11 de la dimensié de comunicacid i representacié (Emprar la comunicacié
i el treball col-laboratiu per compartir i construir coneixement a partir d’idees
matematiques). En totes aquestes activitats s’utilitza a fons la relacid entre expressions
algebraiques i geometria treballant aixi la competéncia 7 de connexions (Usar les
relacions que hi ha entre les diverses parts de les matematiques per analitzar
situacions i per raonar) i la 9 de comunicacid i representacid (Representar un concepte
o relaci6 matematica de diverses maneres i usar el canvi de representacié com a
estratégia de treball matematic).

Comentaris i referéncies:

Aquestes activitats conjuguen [I'exploraci6 de figures geomeétriques amb Ila
determinacié de I'expressid algebraica que ddéna del terme general de successions.
Tant les estructures de partida com, sovint, el procés per determinar els termes
generals posen en joc idees geometriques que, en alguns casos, poden representar-se
no tan sols amb dibuixos siné també amb materials. Les imatges seglients mostren dos
exemples emprant materials ben diferents:
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Quan els alumnes construeixen aquestes formes o les exploren van descobrint patrons
constructius que després podran emprar per avangar cap a la deduccié dels models
algebraics que donen els corresponents termes generals.

S’ha procurat que les descripcions de les activitats de la present proposta accentuin els
aspectes intuitius que contenen perdo també s’ha intentat aportar explicitament la
solidesa del rerefons matematic que es posa en joc. Aquesta combinacié entre intuicio
i rigor en la utilitzacié d’eines matematiques (que haura de ser graduada pel docent
atenent a les caracteristiques de l'alumnat concret) atorga una forca especial a
aquestes propostes en les quals no és tan important el formalisme com que I'alumne
entengui el patrd constructiu i el sentit del model algebraic que déna el terme general
buscat. Es molt convenient que, en I'abordatge d’aquestes propostes, es provoquin
bones converses entre els alumnes, conjecturant, argumentant, confirmant o rebutjant
hipotesis...

Aquesta proposta presenta un context geomeétric molt ric i obert per treballar
expressions algebraiques i models de canvi i relacions. Es el desenvolupament d’una
idea que, de manera breu, s’apunta en el llibre Thinking with Mathematical Models.
Linear and Inverse Variation de Glenda Lappan, Elizabeth Difanis Phillips, James T. Fey i
Susan N. Friel, dins de la col-leccié Connected Mathematics editada per Pearson.



